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Resumo

Neste trabalho foi feito um estudo sistemético de redugao de estruturas
em variedades diferenciaveis, nomeadamente a redugao de variedades simplé-
ticas com simetrias, inicialmente apresentada por Marsden e Weinstein em
1974 (|13]) e a redugao de variedades de Poisson usando distribui¢oes, formu-
lada por Marsden e Ratiu em 1986 ([12]). Posteriormente, foi publicada em
2008 ([4]) por Falceto e Zambon uma extensao do Teorema da Redugao de
Marsden & Ratiu, onde os autores provaram que as condigdes originais im-
postas em [12| eram, na realidade, demasiado restritivas, conseguindo desta
forma alargar o leque de variedades de Poisson redutiveis por distribuigoes.

Além de um estudo exaustivo dos trés teoremas acima mencionados, apre-
sentamos também os teoremas da reducao da dindmica de campos Hamilto-
nianos formulados por Marsden e Weinstein em [13| para o caso simplético
(por agoes de grupos de Lie) e, mais tarde, por Marsden e Ratiu em [12]| para
o caso das variedades de Poisson usando distribui¢oes. Provamos ainda que
a reducao de variedades simpléticas com simetrias formulada por Marsden e
Weinstein ¢ de facto, tal como Marsden e Ratiu afirmam em [12], um caso
particular da redugao de variedades de Poisson usando distribuicoes.

Palavras-chave: reducao de variedades simpléticas com simetrias; re-
ducao de variedades de Poisson usando distribui¢oes; reducao da din&mica
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Abstract

In this work, a systematic study was carried out on the reduction of
differential manifolds structures, namely the reduction of symplectic mani-
folds with symmetries, initially presented by Marsden and Weinstein in 1974
([13]) and the reduction of Poisson manifolds using distributions, formulated
by Marsden and Ratiu in 1986 ([12]). It was later published in 2008 ([4])
by Falceto and Zambon an extension of the Marsden & Ratiu Reduction
Theorem, where the authors proved that the original conditions imposed
on [12] were, in reality, too restrictive, thus increasing the range of Poisson
manifolds reducible by distributions.

In addition to an exhaustive study of the three theorems mentioned
above, we also present the dynamic reduction theorems of Hamiltonian vec-
tor fields formulated by Marsden and Weinstein in [13] for the symplectic
case (by Lie group actions) and later, by Marsden and Ratiu in [12] for the
case of Poisson manifolds using distributions. We also prove that the reduc-
tion of symplectic manifolds with symmetries formulated by Marsden and
Weinstein is in fact, as Marsden and Ratiu state in [12], a particular case of
the reduction of Poisson manifolds using distributions.

Keywords: reduction of symplectic manifolds with symmetries; reduc-
tion of Poisson manifolds using distributions; reduction of dynamics
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Introducao

A geometria de Poisson teve as suas origens em meados do século XIX
com o trabalho do matematico Siméon Poisson, tendo as suas teorias sido
reformuladas e simplificadas posteriormente por Carl Jacobi, ainda ao longo
do mesmo século. Com os avangos feitos na geometria diferencial moderna
nas primeiras décadas do século XX, é o mateméatico André Lichnerowicz
quem, em 1977, introduz pela primeira vez o conceito de estrutura de Pois-
son, enquanto objeto geométrico, em variedades diferenciaveis ([10]). Pouco
depois, em 1983, é publicado o famoso artigo do matematico Alan Weinstein
sobre a estrutura local de variedades de Poisson ([17]), onde o autor prova
varios resultados basilares da area que permaneciam, até ai, sem demons-
tragao. Este artigo teve uma grande influéncia e motivou muito do trabalho
desenvolvido neste ramo da matematica nas décadas subsequentes.

A reducdo de estruturas em variedades diferencidveis, mais especifica-
mente em variedades de Poisson, tem intimeras aplicacoes, tanto em mate-
matica como em fisica, sendo uma area da geometria diferencial que continua
a gerar frutos na investigacao cientifica. Existem muitos tipos de redugao
sendo talvez a reducao de variedades simpléticas com simetrias, formulada
inicialmente pelos matemaéticos Jerrold Marsden e Alan Weinstein em 1974
([13]), cuja motivagdo remonta a problemas da mecanica Hamiltoniana, uma
das mais famosas. Em 1986, os matematicos Jerrold Marsden e Tudor Ratiu
publicaram um artigo sobre reducao de variedades de Poisson ([12]), onde
comecam por referir a redugéo de variedades simpléticas com simetrias pu-
blicada em [13], tendo este artigo, aparentemente, servido de motivagao aos
resultados por eles apresentados. Mais tarde, ja em 2008, é publicado um
artigo por Fernando Falceto e Marco Zambon (|4]) que vem fornecer uma
extensao do teorema da reducao de variedades de Poisson de Marsden e Ra-
tiu.

Esta dissertacao tem como principal foco o estudo de alguns resultados
em reducao de estruturas em variedades diferencidveis, nomeadamente de
variedades simpléticas e de Poisson, com recurso, respetivamente, a acoes
de grupos de Lie e a distribuicoes. A estrutura deste trabalho esta orga-
nizada em quatro partes: trés capitulos dedicados a reducao de estruturas
em variedades diferencidveis e um apéndice com alguns topicos auxiliares.



Cada capitulo aborda um artigo relacionado com redugao, tendo o foco do
nosso trabalho recaido nos trés artigos acima mencionados. O estudo de tais
artigos surge de forma cronolbgica, de acordo com o ano de publicacao.

No primeiro capitulo comecamos por apresentar varias definigoes e re-
sultados da geometria simplética e da teoria de grupos de Lie para contex-
tualizar, fixar notacoes e, acima de tudo, definir convencoes de sinal relati-
vamente a alguns conceitos da area. Apods preliminares, apresentamos uma
seccao sobre agoes de grupos de Lie, onde sao introduzidos alguns conceitos
e resultados relevantes para o trabalho que lhe sucede. Por fim, estudamos
o teorema da reducao de variedades simpléticas com simetrias, formulado
por Marsden e Weinstein no seu artigo de 1974 (|13]), bem como o teorema
da redugao da dindmica de campos de vetores Hamiltonianos, formulado na
mesma publicagao.

No segundo capitulo introduzimos inicialmente alguns conceitos e resul-
tados da geometria de Poisson e da teoria das distribui¢oes, sucedendo-se
o estudo do teorema da redugao de variedades de Poisson, formulado por
Marsden e Ratiu em 1986 ([12]). Analogamente ao sucedido no capitulo 1,
também neste capitulo é estudado o teorema da reducgao da dindmica de cam-
pos de vetores Hamiltonianos neste contexto. Por iltimo, na seccao 2.5, sao
verificadas todas as condig¢oes que demonstram que a reducao de variedades
simpléticas com simetrias de Marsden e Weinstein é, na realidade, um caso
particular da redugao de variedades de Poisson de Marsden e Ratiu, muito
embora os autores nao o tenham provado. Um agradecimento especial ao
Professor Marco Zambon, cuja troca de e-mails ajudou a desbloquear ideias
e a concluir uma parte crucial dessa prova.

No terceiro capitulo comecamos por revisitar o teorema da reducgao de
Marsden e Ratiu & luz do trabalho apresentado por Falceto e Zambon em
2008 (]4]), seguindo-se o estudo de um resultado que vem levantar uma das
hipéteses desse teorema, tornando a nova versao mais abrangente que a ori-
ginal. Por tdltimo apresentamos dois exemplos de variedades de Poisson re-
dutiveis segundo o teorema de Falceto e Zambon mas nao segundo o teorema
de Marsden e Ratiu.

Terminamos com um apéndice formado por tépicos nas areas de varieda-
des diferenciaveis e algebra linear, onde sao estabelecidas notagoes, conven-
¢oes de sinal e alguns lemas bésicos que visam clarificar detalhes no trabalho
que o antecede.

As provas apresentadas ao longo desta dissertacdo que nao estejam refe-
renciadas sdo da nossa autoria, muito embora, certamente, nao originais. As
restantes provas, embora referenciadas, sao aqui apresentadas para colmatar
a falta de detalhe apresentado na bibliografia ou pela sua relevincia para o
trabalho subsequente.



Capitulo 1

Reducao de variedades
simpléticas com simetrias

Neste capitulo vamos estudar o teorema da reducao de variedades sim-
pléticas com simetrias, inicialmente formulado por Marsden e Weinstein em
[13], que denominaremos por Teorema da Redugao de Marsden & Weinstein.
Dito de uma maneira informal, o teorema nao s6 garante que, sob certas
condigoes, é possivel construir uma nova variedade simplética de dimensao
inferior & da variedade simplética original, onde a estrutura reduzida se re-
laciona com a estrutura original de uma forma "natural", como também nos
diz qual o seu "aspeto". A motivagdo por tras do surgimento de tal teo-
ria assenta em problemas da mecanica Hamiltoniana e vem generalizar um
teorema classico de Emmy Noether garantindo, sob certas condigoes, que o
estudo da dindmica de um campo de vetores Hamiltoniano pode ser feito
num espaco de dimenséao inferior, o que vem trazer vantagens significativas
no que toca a complexidade de um tal problema.

Para um melhor entendimento dos conceitos envolvidos na formulacao
do Teorema da Redugao de Marsden & Weinstein e respetiva demonstragao,
seguem-se duas secgoes com conceitos e resultados de geometria simplética,
teoria de grupos de Lie e agoes de grupos de Lie.

1.1 Variedades simpléticas e grupos de Lie

Esta sec¢do, juntamente com o apéndice A, nada mais é do que uma
coleg@o de defini¢Oes, conceitos e resultados que, embora possam ser vistos
num curso de variedades diferencidveis ou geometria simplética ao nivel do
mestrado, dada a sua relevincia para o estudo que lhes sucede optamos por
aqui apresentar.

Contudo, o que torna esta seccao e o apéndice A realmente importantes
é, acima de tudo, a necessidade de se fixar uma convencao de sinais relativa-



mente a certos conceitos de variedades diferencidveis e geometria simplética
de forma a tornar a leitura desta dissertacao o mais coerente possivel. De
facto, nao ha uma forma tnica e universal de o fazer, como se pode ler em
[14] (pag. 98, nota 3.1.6), estando tais escolhas de sinal sujeitas ao gosto
particular de cada autor, quer em livros, quer em artigos da area.

Ao longo de todo este trabalho usaremos maioritariamente as convengoes
adotadas por Libermann e Marle em [9], o que, por vezes, poderé levar a
alteracoes de sinal relativamente a alguns resultados ou exemplos presentes
nos artigos em estudo, mas que em nada interferirdo na veracidade dos mes-
mos. Sempre que tal se justifique, os resultados dependentes de tais escolhas
serao demonstrados.

Aconselhamos a consulta do apéndice A para uma completa clarificacao
das convencoes escolhidas, em particular na definicao do paréntesis de Lie e
acoes de difeomorfimos sobre campos de vetores e k-formas diferenciais.

1.1.1 Variedades simpléticas

Definigao 1.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel e w € Q*(M). Ao
par (M,w) dd-se o nome de variedade simplética se

e dw =0, isto é, w € uma 2-forma diferencial fechada;
e w ¢ nao-degenerada, isto €,

wX,Y)=0VYX € X(M) < Y =0¢€ X(M).

M terd, necessariamente, dimensao par.

De seguida apresentamos algumas defini¢oes que dependem da convengao
de sinais falada no inicio desta secgao.

Definigao 1.1.2. Seja (M,w) uma variedade simplética. Define-se o se-
guinte isomorfismo de modulos

W X(M) — QY M)
X — —ixw,

onde ixw representa a contra¢do de w com X, isto €,
(ixw)(YV)=w(X,Y), VY eX(M).

Definigao 1.1.3. Seja (M, w) uma variedade simplética. O campo de vetores
X € X(M) diz-se

o Hamiltoniano se existir f € C*°(M) tal que
W (X) = df,

denotando-se um tal campo por Xy,

4



o simplético se d(ixw) = 0.

De notar que todos os campos Hamiltonianos sao, por definicao, simpléticos,
uma vez que dod = 0.

Nota 1.1.4. Na definicao de campo Hamiltoniano, se existir, f nao € inica,

uma vez que f + ¢, com ¢ € R, satisfaz a mesma condi¢ao. Por outro lado,

como W’ é um isomorfismo de mddulos, dada f € C®°(M), existe um e um

s0 Xy € X(M) tal que ix,w = —df.

A proposigao seguinte pode ser encontrada em [9] (pag. 97, proposicao
4.4):

Proposicao 1.1.5. Seja (M,w) uma variedade simplética. Dado um campo
de vetores X € X(M) e oy o seu fluzo, vale a equivaléncia

X € simplético <= o, € Simp(M),Vt € R,
onde Simp(M) representa o grupo dos simplectomorfismos de M, isto é,
Simp(M) = {¢ € Dif(M) : ¢*w = w}.
Definigao 1.1.6. Seja (M,w) uma variedade simplética. Ao paréntesis

{,}:C®(M) x C®°(M) — C®(M)
(f;h) = {f,h}

definido por
{f,h} = w(Xy, Xp) = dh(Xy)

dd-se o nome de paréntesis de Poisson determinado por w.

O teorema seguinte pode ser encontrado em [9] (pag. 51, teorema 17.1)
e garante a existéncia de coordenadas simpléticas locais em qualquer ponto
de qualquer variedade simplética, sendo um dos mais importantes resultados
da area:

Teorema 1.1.7 (Teorema de Darboux). Seja (M,w) uma variedade sim-
plética de dimensao 2n. Entdo, dado p € M, existe uma vizinhanca aberta
U C M de p e um sistema de coordenadas locais {x1,...,Tn, Y1, ...y Yn} MO
qual w € dada localmente por

w = zn:dxi A dy;.

i=1

Tais coordenadas sdo chamadas de coordenadas simpléticas locais.



Lema 1.1.8. Seja (M,w) uma variedade simplética e {x1, ..., Tn, Y1, -y Yn}
um sistema de coordenadas simpléticas locais em U C M. Entdo, dada uma
fungao f € C>®(M), o campo Hamiltoniano X¢ ¢ dado localmente por

~~(0f 0 of 0
A= Z (3:132- dyi  O0ys 3901) '

=1

Demonstragao. Seja {x1,...,Zpn, Y1, ..., Yo} um sistema de coordenadas sim-
pléticas locais em U C M, isto é, um sistema de coordenadas locais tal
que

o) o)
w 2 ) = §;,

oz’ 0y, v .o

T O , Vi, je{l,..,n}.
wl2 0\ = 02 9\

ox;’ aQTj y;’ Byj

Equivalentemente, a forma simplética w é dada localmente por

w= Zd:ni A dy;. (1.1)

i=1
Como Xy € X(M), existem ¢;,d; € C*°(U), com i € {1,...,n}, tais que

- ) )
X =3 (e +oigy )

=1
Relembrando a definigao de campo Hamiltoniano, tem-se
w(Xyp,Y)=—df(Y), VY eX(M).

Assim, escolhendo Y = a%j e considerando a escrita de w dada em (1.1),

_ O N_ _ (9 \__9f
= <Xf’ 3%‘) =—4 (9%‘) o Owy

e escolhendo Y = 8%, obtém-se
J

0 0 of
A X y = —d P = -,
“ w( d 3yj> f<3yj> dy;

de onde se conclui que

obtém-se

dj = 2L _
{ _ %f , Vje{l,..,n}.

O

Nota 1.1.9. Recorrendo ao lema 1.1.8, as equagdes diferenciais para o fluzo
de Xy em coordenadas simpléticas locais {1, ..., Zn, Y1, ..., Yn} SGO

. e}
Yi = 3151'

i =9
i comi€{1,..,n},

que sao simétricas das equacoes de Hamilton. Para evitar esta troca de sinal
muitos autores usam outras convencoes de sinal.



1.1.2 Grupos de Lie

Definigao 1.1.10. Um grupo (G,.) diz-se um grupo de Lie se G € uma
variedade diferencidvel e as aplicagoes

GxG—G G—G

(9,h) — g.h gr—g!
sao diferencidveis. Denota-se por e o elemento neutro do grupo.

Nota 1.1.11. A partir de agora, e até ao final deste trabalho, assumiremos
que G € conexo e de dimensao finita.

Definicao 1.1.12. Dado um grupo de Lie (G,.), o par (G,[[,]]), com
e G=T.G;
o & = €] (),
diz-se a dlgebra de Lie de (G,.), onde
o [, ] representa o paréntesis de Lie em X (G), definido como em A.0.11;

e £ € o0 unico campo de vetores de G invariante o esquerda, isto €,

Ly-E=¢ Vged,
tal que é(e) =&, onde
Ly:G— G
h+— g.h

€ o difeomorfismo "produto a esquerda por g".

Denotaremos por X7,(G) o espago dos campos de vetores de G invariantes
a esquerda. A partir da definicao pode-se observar que um campo de vetores
¢ € X1(Q) fica totalmente determinado pelo seu valor em e, ja que

£(9) = (dLy)c(£(e)), Vg € G.

Definigao 1.1.13. Seja (G,.) um grupo de Lie e (G,[[, ]]) a dlgebra de Lie
de G. Chama-se exponencial em G a aplicacdo

exp: G — G
§— oue),

onde oy representa o fluxo de f, campo determinado por & como definido em
1.1.12.



O fluxo o, referido acima é global, uma vez que qualquer campo de vetores
invariante & esquerda é completo, como pode ser visto em [9] (apéndice 5,
pag. 415, proposicao 2.2).

As propriedades apresentadas no lema seguinte podem ser encontradas
em [9] (pag. 417, apéndice 5, proposigao 2.5).

Lema 1.1.14. Seja (G,.) um grupo de Lie e (G,[[,]]) a dlgebra de Lie de
G. A aplicagdo exponencial tem as sequintes propriedades:

1. exp(t§) = o(e), VteR;
2. exp((t+ s)&) = exp(t).exp(sf), Vi, s € R,

onde oy € o fluxo de é Em particular,

d(exp(tS))

- =& =¢

t=0
1.2 Acoes de grupos de Lie

1.2.1 Nogoes gerais

Definigao 1.2.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e (G,.) um grupo de
Lie. Chama-se agao (a esquerda) de G em M a um homomorfismo (suave)
de grupos
U (G,.) — (Dif(M),0)
g— Y,
15to €,
Uon(p) = ¥g0Wy(p), Vg,heG,Vpe M.

Nota 1.2.2. Nas condi¢oes da definicao anterior, € fdcil verificar que
U, = idyy,

de onde resulta que

(Tg) ™t =T 1.

Definigao 1.2.3. Nas condi¢ées da definicio 1.2.1, seja ¥ uma agio de G
em M. Dado § € G, dd-se o nome de campo fundamental de § ao campo de
vetores W(&) € X (M) definido por

d(‘lle:cp(—tf) (p))

W(e)(p) = T

t=0

Nota 1.2.4. Nas condi¢oes da defini¢io anterior, W .,y € o fluro do
campo de vetores W(E).



A partir de agora, se nada for dito em contrario, (G,.) representa um
grupo de Lie (conexo), (G,[[,]]) a algebra de Lie de (G,.), M uma variedade
diferenciavel (ndo necessariamente simplética) e

U (G,.) — (Dif(M),0)
gr— Yy

uma agao (& esquerda) de G em M. Sempre que a variedade diferenciavel
em questao for simplética, serd representada por (M, w).

Definigao 1.2.5. Uma fungao f € C>°(M) diz-se G-invariante se for inva-
riante pela acao ¥, isto é, se

folVy,=f Vged.
Definigao 1.2.6. A representagio adjunta de G em G € dada por

Ad: (G,.) — ({A:G — G| A isomorfismo R-linear}, o)
g— Adg,

onde Adg = (dCy)., sendo Cy a conjugacio por g € G, isto €,
Cy:G— G
h+—s g.h.g !

Nota 1.2.7. A representacdo adjunta acima definida €, na realidade, uma
acao como definida em 1.2.1. Como qualquer isomorfismo R-linear €, em
particular, um difeomorfismo, para verificar que Ad € uma ac¢ao (4 esquerda),
basta ver que, dados g,h € G e £ € G quaisquer, se tem

Adyp(€) = Ady o Ady(€).

Ora,
Adg o Adp(§) = (dCy)e 0 (dCh)e(§) = d(Cy 0 Ch)e(§)-

Mas como, dado f € G, se tem
Cyo Cn(f) = Cy(h.f-h™") = g.hf-h™ g™t = (g.h).f-(g-h) ™" = Cyun(f),
conclui-se que
d(Cy o Ch)e(§) = (dCyq.n)e(§) = Adg.n(§),

ficando assim provado que Ad é, de facto, uma agdo (a esquerda) de G em

g.
Definigcao 1.2.8. A representacdo adjunta de G em G € dada por

ad: G — ({£:G — G| L R-linear}, o)
f'—) CLdg,

onde
ade(n) = [[§,n]].
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Definigao 1.2.9. A ac¢do co-adjunta de G em G* é dada por

Adx: (G,.) — ({A:G* — G* | A isomorfismo R-linear}, o)
gr— Adxg,

onde
(Adxg(),&) = (o, Ady-1(§)), Vo e G*VEeg.

Segue-se agora um lema que nos dé propriedades importantes a serem
usadas mais adiante.

Lema 1.2.10. Dados g € G e &, € G quaisquer e uma acdo ¥ de G em
M, tem-se

1. Adexp(t{) (5) =¢, VteR;

2' d(Adezp(tE) (77))

dt _ = a‘df (77)7

3 Wy (&) = U(Ady(€)), onde U, - V() ¢ a agdo de ¥, sobre o campo
V(&) como definido em A.0.5.

Demonstragio. As provas dos pontos 2 e 3 serdo remetidas para [9] (pag.
426, apéndice 5, corolario 4.5, caso particular tg = 0 e proposigao 4.4, respe-
tivamente). Vamos entao provar o ponto 1.

Seja o¢(e) a curva integral de f por e, isto é,




Considerando o lema 1.1.14 tem-se, para todo tg € R,

to)
t=0

_ d(exp(tof)-exp(t).exp(—tof))

Adexp(tof) (5) = (dCemp(tog))e (6)

d oile
= (ACeap(tog) ), <(di))

_ d(Ceacp(tog) © Ut(e))
dt

dt
t=0
_ d(exp((to +t — t)€))
dt

t=0
_ dexp(t§))| _ 2
- AP _ gy =,

t=0
finalizando-se assim a prova. O

Lema 1.2.11. Para cada g € G, Ady : G — G € um homomorfismo de
dlgebras de Lie, isto é,

o ¢ R-linear;

o Ady([[§,n]]) = [[Adg(E), Adg(n)]], V& n €G.

Demonstragao. Fixe-se g € G. A R-linearidade de Ad, resulta diretamente
da definicdo, uma vez que

Ady = (dCy)e

e a diferencial de qualquer aplicagdo num ponto é R-linear. Falta ver que

Ady([[€, n]]) = [[Ady(E), Adg(n)]], V& n € G.

Sejam &,n € G quaisquer. Entao, recorrendo ao lema 1.2.10, & R-linearidade
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de Ady, a definicao A.0.5 e a nota 1.2.4, tem-se

Ady([[€;nl]) = Adg(ade(n))

d(Ad
_ Adg< ( ewczl)t(tf)(n))

. d(Adg © Adea:p(t&) (7]))
dt

)

t=0
= (dAdy), <W >

t=0
= dAdy(Ad(—€))(n)
= dAdy(Ad(—€)) o Ady—1(Ady(n))
= (Ady - Ad(—¢€))(Ady(n))
= Ad(Ady(—€))(Adg(n))
d(Adexp(tAdg €) (Adg (77)))
dt

= ad gq,(¢)(Adg(n))
= [[Ady (&), Adg(n)]],

t=0

ficando assim concluida a prova. O

Lema 1.2.12. Dada uma ag¢io ¥ de G em M, a aplicagio U : G — X (M)
€ um homomorfismo de dlgebras de Lie, isto €,

e ¢ R-linear;

o W((len]) = [#(©), ¥, veneq.

Demonstracao. Fixado p € M, considere-se a aplicagao

op:G— M
gr— \I’g(p).

Entao, dado £ € G e recorrendo ao lema 1.1.14, tem-se
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‘If(f)(p) d(\ljex’p;;tg)( ))
t=0
d(p(exp(—t)))
dt —0

= (doy). (0““(;” )
t=0

= (d@p)e(_g) = _(d@p)e(f)a

onde oy(e) representa a curva integral de —f por e. Assim, fixado p € M,
tem-se

(&) (p) = —(dgp)e(€), VEEG,

de onde resulta a R-linearidade de W.

Falta agora ver que

W((le ) = [#(9), ¥m)], Veneq.

Sejam p € M e &, 1 € G quaisquer. Entao, tendo em conta o lema A.0.12, a
definicdo de derivada de Lie de um campo de vetores dada em A.0.9, a nota
1.2.4, o lema 1.2.10 e a R-linearidade de ¥ ja provada, tem-se

[9(6), ¥n)] () = (L ) )
(v ) @)

dt —o
A (Ve ) ()
dt —o
(¥ (Adeig () (0))
dt —o

ficando assim concluida a prova. ]
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Definigao 1.2.13. Dado p € M, dd-se o nome de drbita de p pela agao ¥
de G em M ao conjunto

Op ={¥y(p) : g€ G} C M.

Mais tarde iremos usar a notacao [p| para designar O, pois a relacao ~
definida por
p~q = O,=0,

é, de facto, uma relacdo de equivaléncia.

Definicao 1.2.14. Dd-se o nome de subgrupo de isotropia de p pela agao ¥
ao subgrupo de G

Gp={9€G:Y,(p) =p}.

Os argumentos usados para provar o lema seguinte podem ser encontra-
dos em [9] (apéndice 5, pag. 422, 3.10), onde os autores recorrem ao Teorema
de Cartan.

Lema 1.2.15. Nas condicoes da definicao 1.2.14, G, € um subgrupo de Lie
de (G,.).

Uma vez que G, é um subgrupo de Lie de (G, .), é natural perguntar se
conseguimos especificar os elementos que compoem a algebra de Lie que lhe
estd associada. A resposta é sim e tal resultado pode ser encontrado em 9]
(apéndice 5, pag. 422, proposi¢ao 3.11), onde os autores remetem para [6]:

Lema 1.2.16. A dlgebra de Lie de G, dd-se o nome de dlgebra de isotropia
de p e € dada por

Gy ={ecg:u©)m=T}.
Mais ainda, G, € uma sub-dlgebra de Lie de G.
Definigao 1.2.17. O conjunto
M/G = {0, : p e M)
diz-se o espaco das orbitas pela acdo V.
Definigao 1.2.18. A ac¢do V¥ diz-se

e livre, se todo o subgrupo de isotropia for trivial, isto €,

Gp ={e}, Vpe M;

e propria, se a imagem reciproca de um compacto pela aplicagao

GxM-— MxM
(9,p) — (p, ¥y(p))

for compacta.
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Em particular, a agdo é prépria se G for compacto ou se M = G e a
acao for a multiplicagdo no grupo. A proposicdo que se segue, bem como a
respetiva demonstragao, podem ser encontradas em [1]| (pag. 266, proposi¢ao
4.1.23).

Proposicao 1.2.19. Se a agao U for livre e propria, M /G admite uma
(tunica) estrutura de variedade diferencidvel para a qual a proje¢do

T M-— M/G
p— O,

€ uma submersao sobrejetiva.

Assumindo que ¥ atua de forma livre e propria sobre M, a proposicao
1.2.19 garante que O, ¢ uma subvariedade mergulhada de M, ja que O, C M
¢ a imagem inversa por m de O, = [p| € M/G, valor regular de 7.

A proposigao seguinte surge em [9] (apéndice 5, pag. 422, proposi¢ao
3.11), onde os autores remetem para [6].

Proposicao 1.2.20. A orbita O, admite uma estrutura de variedade dife-
rencidvel (subvariedade imersa de M ) para a qual o espago tangente a orbita
de p € M num ponto q € O, € dado por

7,0, = {‘P(O(Q) 1€ g}-

Demonstracao. A existéncia de uma estrutura diferenciavel em O, é reme-
tida para a referéncia dada acima. Sejam g = ¥, (p) € Op e £ € G quaisquer.
Como

d (\I"exp(fté).g(p))
dt

t=0 t=0

e atendendo a que

vi ] —€ef— O
t— \I]exp(ftf).g(p)

¢ uma curva (suave) em O, satisfazendo
7(0) = ¢,

fica provado que '
Y(§)(q) € TyOp.

Para a inclusao contraria, considere-se a aplicacao

op:G— O,
gr— \I/g(p).

Comecemos por provar as seguintes propriedades:
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1. Wgopp,=¢polL,, VgeG;
2. T,G = (dLg)e(G), VgeG.

Sejam h, g € G quaisquer. Entao,

Wy 0pp(h) =W, 0W(p) = Ven(p) = @p(g.-h) = wpo Ly(h),

ficando assim provada a primeira propriedade. Considere-se agora & € G e
g € G. Entao,

(dLg)e(§) = 5(9) € T,G,

de onde resulta a inclusao
(dLg)e(G) C T,G.

Como
g — XL(G)

E— ¢
é uma bijecao, tem-se

dim((dLy)e(G)) = dim(G) = dim(G) = dim(T,G),

e tratando-se de espacos vetoriais, a segunda propriedade fica demonstrada.

Considerem-se agora ¢ = V,(p) e u € T,0,. Entao, existe uma curva

(suave) em G, h :] — €, ¢[— G, com h(0) = g, tal que
_ 4 (np(p))
u= — MO
dt
t=0

Assim, tendo em conta que

dh(t)

T.G
dt €&

t=0

a propriedade 2 garante a existéncia de £ € G para o qual

dh(t)

= (L9,

t=0

pelo que, recorrendo & propriedade 1, & definicdo A.0.5 e ao lema 1.2.10, se
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tem

Assim,
we {¥(©)g):¢egf

e a segunda inclusao fica provada, concluindo-se assim a demonstragao. [

O lema que se segue da-nos uma relacao entre as dimensoes de G, O, e
Gy, cuja utilidade sera comprovada na secgao 1.3.

Lema 1.2.21. Dado p € M, tem-se
dim(G) = dim(Op) + dim(Gy).
Demonstracao. Fixado p € M, como, pelo lema 1.2.12,

U,:G — T,M
E— T(E)(p)
¢ R-linear, tem-se
dim(G) = dim(Im(¥,)) + dim(Ker(¥,)).
Mas como

\i'p(g) = TpOp
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Ker(\i/p) ={{e€g: ‘i’p(f) = 6>} = Gp,

conclui-se que
dim(G) = dim(7,0,) + dim(Gp) = dim(O,) + dim(Gp).
O]

O lema seguinte da-nos uma caracterizagao do espago tangente ao espago
das orbitas.

Lema 1.2.22. Nas condi¢des da proposi¢ao 1.2.19, tem-se
To, (M/G) = T,M/T,0,,
qualquer que seja p € M.
Demonstracao. Como, para todo p € M,
dmy : TyM — To,(M/G)
¢ sobrejetiva, recorrendo ao 1° Teorema do Isomorfismo tem-se
To,(M/G) = Im(dr,) = T,M/Ker(dm,).

Basta entao provar que
Ker(dmp) = T,0p.

Seja u € T,0,. Entao, existe algum £ € G tal que u = V(£)(p). Mas

.

t=0

dmy(u) = dm, (d (‘Ilewpéttg) (p))

d (7 (P eap(—16)(P)))
dt

d (O‘I’emp(—t@(m)
dt

t=0

de onde se conclui que
1,0, C Ker(dmy).
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Agora, como 7 é uma submersao e O, C M ¢ imagem inversa por 7 do
valor regular O, = [p] € M/G, tem-se

dim(0,) = dim(M) — dim(M/G).
Por outro lado, tem-se também
dim(Ker(dmp)) = dim(T,M) — dim(Im(dm,)),

ou seja,
dim(Ker(dm,)) = dim(T,M) — dim(To, (M/G)).

Usando agora o facto de que, dada uma variedade diferencidvel qualquer,
a sua dimensao coincide com a dimensao do espago tangente & variedade em
qualquer ponto, obtém-se

dim(Ker(dmp)) = dim(7,0,),

de onde resulta, em conjunto com a inclusao acima provada, a igualdade
entre os espagos vetoriais. [

1.2.2 Acgoes simpléticas e Hamiltonianas
Definigao 1.2.23. Uma acao ¥ de G em (M,w) diz-se simplética se
Viw=w, Vgeai.

Definigao 1.2.24. Dada uma ag¢io ¥ de G em (M,w) se, para todo o & € G,
o campo fundamental de & for um campo Hamiltoniano de (M,w), entdo
define-se

e aplicagio co-momento da agao como sendo J : G —» C°(M) tal que,
para todo € € G, se tem

1. \I/(f) = Xj(é), isto é, i‘i’(f)w = —d(J(f)),
2. J é R-linear.

e aplicagcao momento da ag¢ao como sendo p: M — G*, dada por

com J um co-momento da a¢cdo ep € M e & € G quaisquer.

Nota 1.2.25. Uma ac¢do nas condigoes da definicao acima admite infinitos
co-momentos, bastando para tal somar a um co-momento elementos de G*.

Definicao 1.2.26. Nas condicdes da definicao 1.2.28, uma acao simplética
U diz-se
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o quase-Hamiltoniana se admitir um co-momento J : G — C°(M);

e Hamiltoniana se for quase-Hamiltoniana e algum seu co-momento J
for um homomorfismo de dlgebras de Lie, isto €,

JAE ) ={J€), J()}, V& eg.

Segue-se um teorema bem conhecido de geometria simplética, que pode
ser encontrado em [9] (pag. 197, teorema 2.6) e que vem dar-nos a versao
simplética de um teorema cléssico da mecénica Hamiltoniana formulado por
Emmy Noether:

Teorema 1.2.27. Seja ¥ uma ac¢ao quase-Hamiltoniana de G em (M,w),
com co-momento

J:G — C®(M)

e considere-se uma fung¢ao G-invariante h € C*(M). Entao, para todo
£ eg, tem-se

J(€) oor(p) = J(€)(p), Vpe M,Vtel,

onde oy representa o fluzo de Xy, e I, o dominio da curva integral ov(p). Em
particular, se J(§) € nao constante, entao é um integral primeiro do campo
Hamiltoniano Xy € X (M).

1.2.3 Orbitas co-adjuntas

Vamos agora estudar alguns conceitos associados a agao co-adjunta, no-
meadamente as suas 6rbitas e estrutura simplética que lhes esta naturalmente
associada. Comecemos por considerar a € G*, um elemento do dual da al-
gebra de Lie. O subgrupo de isotropia de « pela agdo co-adjunta seré entao
o conjunto

Go={9 € G: Adxy(ar) = a}
e a sua algebra de isotropia sera da forma
Go = {f €G: Adx(&)(a) = ﬁ}
Existe, contudo, uma expressao mais simples para G:
Lema 1.2.28. A dlgebra de istropia de o € dada, alternativamente, por
w ={£ € G :aoads =0}.

Demonstracao. Para provar que esta é uma forma alternativa de definir a
algebra de isotropia de « basta ver que, dado £ € G, vale a equivaléncia

Adx(&) (o) = T < ao ad¢ = 0.
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Usando a definigao da agao co-adjunta, o lema 1.2.10 e a linearidade de «
tem-se

. d ({Ad* . — ,
Ad(€)(@) = 0 { ezp((itt@(a) | 0, Vneg
t=0
d ({a, Ad,
o oA ))|
dt
t=0
d(Ad,,,
— <a, U Adeapee) (1)) > =0, Vneg
dt
t=0
< (a,ade(n)) =0, Vneg
< aoad¢ =0,
ficando assim provado o pretendido. ]

Para facilitar a notagao, designaremos a 6rbita de « pela agdo co-adjunta
por O, ou seja,
O = {Adxy4(a) : g € G}.

Recordando a proposicao 1.2.20 e considerando 8 € O, tem-se
T30 = {Adx(€)(8) : £ € G}
Definicao 1.2.29. Define-se em O a 2-forma w© dada por

Wf (A+(€)(8), Ade(n)(8)) = {6, [1&, 1)
onde {,neGepeO.

Facilmente se verifica que w® é uma 2-forma diferencial. A diferenciabi-
lidade resulta do facto de ser definida através da avaliacdo de uma fungao
linear, a antissimetria resulta da mesma propriedade do paréntesis de Lie e
a R-bilinearidade segue da R-bilinearidade do paréntesis de Lie e do facto de
Adx ser um homomorfismo de algebras de Lie (pelo lema 1.2.12).

(@]

Lema 1.2.30. w© ¢ invariante por Adx, isto é,
(Adxy)*'w® =w®, VYgeq.

Demonstracao. Sejam 5 € O, £,n € G e g € G quaisquer. Recorrendo &
definicdo A.0.5, ao lema 1.2.10, a definicdo 1.2.29 e ao lema 1.2.11, tem-se

((Adsy)*w®) 5 (Ad*(g)( ), Ads(n) (8 )) _
= ey ) ((Ady - Ade(€ >(Ad*g(ﬂ)),<Ad*g.Ad*(n)> (Adsy(8)))
)

= G, 0y (AH(Ady () (Adeg(3)), Ad(Ady (n)) (Adwy (9)))
— (Adsy(8), [[Ady (¢ > Ad < ik
= (Adsy(8), Ady ([[€.m]))
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Recorrendo agora também & defini¢do da agao co-adjunta dada em 1.2.9,
tem-se

(Adsg(B), Ady([[&, ml])) = (B, Adg—1 (Adg([[€,n])))
= (B, [1& )

= wf (Adx(€)(8), Adx(n)(8))
ficando assim concluida a prova. O
Lema 1.2.31. Seja \° : G — C°°(0), a aplica¢io dada por
XO(€)(B) = (B,€), VE€GVBeO.

Entao,
iAd*(g)WO = —d(X°(¢)).

Demonstracdo. Dados g € O e £,n € G, por um lado tem-se
(1), (AB)(9)) = of (Ad=(©)(9), Ade()(8)) = (6. [ 1)

por outro lado, recorrendo & definicdo da acao co-adjunta, a linearidade de
(8 e ao lema 1.2.10, tem-se
t0>

: Adk g4
~dO©)s (An)(5)) = O ()5 (d( Sreiin) )

d (A(8) © Adseup(—1n) (B))
dt

t=0

t=0

d (<5> Adexp(tn) (§)>)
dt

t=0
. d (Adea:p(t )(5))
(] )
= — (B, ady(§))

= (B, =, €]y = (8, [[&n]]) -

O

Estao entao reunidos todos os ingredientes necessarios para provar o se-
guinte resultado:

Proposigao 1.2.32. (0,w®) é uma variedade simplética.
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Demonstragido. E necessario mostrar que w® é nio-degenerada e fechada.

Comecemos por ver que é nao-degenerada. Suponhamos que
. o _
Lags(e)W = 0.

O objetivo é provar que Adx(¢) = 0. Dado 8 € O, tem-se

wf (Adx(€)(8), Adx(n)(8)) = 0, € G <= (B,[1&,n])) =0, ¥n € G.

Mas como

(8, [[§,m1l) = B o ade(n)

Boade(n) =0,Yne§ <= PBoade =0,
recorrendo ao lema 1.2.28, tem-se
(@.[Enl) = 0. € G = Aix(€)(8) =T
Como 3 € O era arbitrario, obtém-se o pretendido.
Falta agora ver que a 2-forma é fechada. Pelo lema 1.2.31 tem-se
@ (i pio(e°) = 0.
Assim, usando a identidade de Cartan
Lxw = d(ixw) + ix(dw)
obtém-se

5,4;1*(5)“0 = 1A (8) (dWO) :

Mas como
LA (e) (dw®) =0,Y¢ € G <= dw® =0,

para provar que a 2-forma é fechada basta ver que, para todo £ € G, se tem
(EAd*(g)WO>B (Ad*(n1)(ﬁ),z4d*(n2)(ﬁ)) =0, Vm,m€G,VBeO.

Tendo em conta que o fluxo do campo fundamental Ad*(ﬁ) é dado por

Ad*exp(—tf) e que w9 ¢ invariante por Adx, tem-se, quaisquer que sejam

m,m€Gepel,
<£A'd*<£)wo> 5 (Ad*(m)(ﬁ), Ad*(m)(ﬂ)) -

@ (((Adteap-1))"w®) 5 (Ad()(8), Ae(m2)(8) ))
dt

d (w (Ade(m)(8), Adx()(8)) )
dt

t=0

=0,
t=0

pois a expressio nao depende de t, pelo que fica provado o pretendido. [
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Teorema 1.2.33. A acdo
Adx : (G,.) — (Dif(O), o)
€ simplética e Hamiltoniana, com co-momento

JO =)\9.

O momento pu: O — G* correspondente € a inclusao de O em G*.

Demonstragio. Como, pelo lema 1.2.32, (O, w®) é uma variedade simplética
e como, pelo lema 1.2.30, w? ¢ invariante por Adx, entdo a acio Adx ¢é
simplética. Por outro lado, o lema 1.2.31 garante que A® é um co-momento

da agdo Adx. Entao, a acdo é Hamiltoniana se

AO([[E.n)]) = {9, \°(m)}, VEneg.

Sejam 5 € O e £,n € G quaisquer. Entao, por um lado, tem-se

AO([l&,m(B) = (8. (1€ l) = w§ (Ad+(€)(8), Ad<(m)(8))

por outro lado, tem-se

{A9(€),X°()} (8)

wg (X)\O(g) (B), Xxom) (B))
Wi

(Ad<(€)(8), Ad=(n)(83)) .

de onde resulta a igualdade (1.2).
Falta ver que o momento correspondente é a inclusao. Seja
w: 0 — G*
tal momento. Entao, para todo 8 € O e £ € G, tem-se

(1(B),€) = A°(O)(B) = (B,€),

de onde resulta que

u(B) =8, VBeO.

(1.2)

O

1.2.4 Equivariancia do momento de uma acao Hamiltoniana

Nesta sub-seccao vamos trabalhar com duas agoes distintas: a agao co-
adjunta, definida em 1.2.9, e uma agao quase-Hamiltoniana de G em (M,w)

U:(G,.) — (Simp(M),o)
g— W,

com co-momento

J G — C=(M).
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Definigao 1.2.34. A aplicagdo momento da a¢ao ¥V, p: M — G*, diz-se
Adx-equivariante se

poVW, = Ad+gopn, VgeG.
Lema 1.2.35. Dado ¢ € Simp(M), valem as sequintes propriedades:
1. Qualquer que seja f € C°(M), tem-se
Xop=w-Xp;
2. Quaisquer que sejam f,h € C>°(M), tem-se

{fihyop={fop hoyp}.

Demonstragao. Seja (M,w) uma variedade simplética. Recordando a defini-
cao A.0.5, seja ¢ € Simp(M) C Dif(M).

1. Primeiro vejamos que, dados X € X (M) e ¢ € Dif(M), se tem
P (ixw) = ip-1.x(P'w).
Como, dado Y € X(M), por um lado se tem
@ (ixw)(Y) = (ixw)(p - Y)op=w(X,p-Y)op
e por outro se tem
i1 x (@) (Y) = (Pr0) (e XY) =wlp- (97 - X), - Y) o,

para provar a igualdade basta ver que

plpX) =X,
0 que é imediato, usando derivagdes e o lema A.0.8, por exemplo.

Considere-se agora f € C*°(M). Entao, tendo em conta a propriedade
acima provada e o facto 6bvio que ¢! ¢ um simplectomorfismo, tem-se

b

Como w” é um isomorfismo, fica provado o pretendido.
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2. Sejam p € M e f,g € C*°(M) quaisquer. Entao, tendo em conta a
propriedade anteriormente provada e o facto de que

(d@_l)tp(p) = (d‘pp) —1’
tem-se

{fop,g00}p)=d(gop)p(Xsep(p))
= dg(p) © dpp(Xfop(P))
= dg,(p) © dep(e™" - Xy(p))
= dgy(p) © dpp © (dp™ ") o) (X s (0(p)))
= dg,) (X7 (¢(p)))
={f.g} o v(p).
0

Vamos agora enunciar, e provar, alguns lemas auxilares que serao neces-
sarios na demonstragao do teorema que os sucede.

Lema 1.2.36. Se M for conexa e VW for Hamiltoniana com co-momento J
entdo, quaisquer que sejam g € G e £ € G, a func¢ao

J(&§) oV, — J(Ad,-1(§)) € C™(M)
€ constante.

Demonstra¢ao. Recorrendo ao lema 1.2.35 (uma vez que W, é um simplec-
tomorfismo) e ao lema 1.2.10, tem-se

Xi(€)ow, = X(wy)-1.(¢)
=Wy Xy
= \Ilg*1 : \II(€>
— ¥(Ady 1 (€))
= XJ(Ad, 1 (6)-

Como M é conexa, por |9] (pag. 98, nota 4.9) tem-se
Xy =X, = [ — h constante,
de onde resulta que
J(§) oWy — J(Ady-1(€)) = C(&, 9)

é uma funcao constante de M em R. O
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Lema 1.2.37. Nas condigées e notagao do lema 1.2.36, se g = exp(—tn),
comn € G, entao

J(§) oWy = J(Adg-1(§)), VE€G.
Demonstracao. Fixemos p € M. Dado &£ € G, considere-se a fungao

vy:R— R
t— J(é) o \Ijeacp(ftn) (p) - J(Adexp(tn) (5))(27)

Vamos ver que (t) = 0, qualquer que seja £ € G. Comecemos por notar que
~v(0) = 0, uma vez que exp(0) = e e que V¥, = idys ¢ Ad. = idg. Tendo em
conta a R-linearidade de J, tem-se

d®)
dt o
_ d (J(f) © \Ile:tp(ftn) (p) - J(Adexp(tn) (f))(p))
dt s
_ d (J(f) © \Ijea:p(—(s-&—to)n) (p) - J(Adea:p((s—i-to)n) (ﬁ))(p))
ds

s=0

_ d (J(g) © \Ilemp(—sn) (Q)) . d (J(Adexp((s+to)n) (5))(17))

ds ds
5= 5=0
— (dJ(€)), (d v e ) ) —J (d (Ade“’(fi‘f:t“)”) ©) ) (p),
s=0 s=0

onde ¢ = Wopp_4on)(p). Pegando agora na primeira parcela e usando os
lemas 1.2.35 e 1.2.36, tem-se

onde

C1 := C1(n, exp(—ton)) e Cy := Ca(§, exp(—ton))
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representam funcoes constantes em M. De notar que a tltima igualdade vale
pelo facto de se ter

{f+c,h}y={f h}, VceR.

Pegando de seguida na segunda parcela e usando o lema 1.2.10 e a hipétese
de que ¥ é Hamiltoniana, tem-se
) (p)
s=0

J (d (Adezp(c(;'i'to)n) (‘5)) SZO) (p) —J <d (Ademp(sn) (idezp(ton) (5)))
= J (ady (Adeap(ron)(£))) (P)
([[777 Ademp (tom) (6)“) (p)
([[Adea:p (tom) ( ) Adexp(ton) (5)“) (p)
= {J (Adeap(ton) (1) I (Adeap(ion) (€)) } (p)-

Assim se conclui que y(t) = 0, uma vez que a sua derivada se anula em todos
os pontos, o que implica v constante. O

Lema 1.2.38. Se g,h € G e £ € G sao tais que

J(€) oWy =J (Ady-1(€))

1.3
7)o B = T (Ady(€)) )
entao
J(&) oWy =J (Adyp-1(8)).
Demonstragao. Sejam g,h € G e £ € G satisfazendo (1.3). Entao
J(€) o Wgn=J(§)oVy0T,
= J (Ady-1(€)) o ¥y,
= J (Ady,-1 (Ady-1(€)))
=J (Adhfl.gfl(f))
= J (Ad(g.n)-1())
O

Estao agora reunidas as condigbes para provar o seguinte teorema:

Teorema 1.2.39. Considere-se (M,w) uma variedade simplética conezxa.
Sao condicoes equivalentes:

1. U ¢ Hamiltoniana,

2. w: M — G* € Adx-equivariante.
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Demonstracao. Comecemos por provar que 2 implica 7. Assumindo a hip6-
tese
poWy = Adxgopn, VgedG,

queremos provar que ¥ é Hamiltoniana, isto é, que dados &, n € Gep e M
arbitrérios, se tem

J({&n))(p) = {J(€), () }(p)-

Usando a Adx-equivariancia de p, a R-linearidade de u(p) e o lema 1.2.10,

tem-se
{7(&), J(m)}(p) = ([dT (), (X ()
t:o)

- ot (18

d (J(n) © Ueqp(—1e)(p))
it

_ Ao Yerpe)(P), )
dt

t=0

t=0

. d (<Ad*emp(—t§) © :U'(p)a 77>>
dt

d (<:U’(p)a Adea:p(tf) (77)>)
dt

<M(p)7 d (Adezdpt(tf) (77))

t=0

t=0

»

= (u(p), adg(n))
= (u(p), [[&:nl)
= J([l&, ) (p)-

Falta agora ver que I implica 2. Para tal, comecemos por traduzir, em
termos de J, o significado da Ad*-equivariancia do momento. Notando que,
dados g € G e p € M, se tem

Adxg 0 p(p) € G7,

entao
Adxg o p(p) = po ¥y(p) <= (Adxgo ( ),€) = <u0‘If ( ),€),¥¢e€g
= (ulp), Ady-1(€)) = J(E)(Ty(p)),VE € G
— J(A ( §)(p) = (J(§ ) Vy)(p), V¢ €G.
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Assim, assumindo ¥ Hamiltoniana, queremos ver que
J (Ady-1(€)) = J(§) oV, VE€G,VgeQG.

Para provar esta igualdade vai ser necessaria a seguinte afirmagao:
G conexo = (@ é gerado por exponenciais,

cuja prova val ser remetida para [9] (apéndice 5, pag. 419, proposicao 2.10).
Usando este resultado, fixado g € G, existem ny,...,n, € G tais que

g=-exp(m). ... .exp(ny,).

Assim, dado £ € G, tem-se

J (Adg-1(8)) = T (Ad(cap(na))-t. ... (eaptm))-1(€))-

Pelo lema 1.2.37, tomando ¢t = —1, tem-se

T (Ad (-1 (E)) = J(€) 0 Weup(y» Vi € {1,...,m},

pelo que, aplicando o lema 1.2.38, obtemos

J (Adgfl(g)) = J(g) © \Ijea:p(m). e cezp(nn) = J(f) © \I’g

como pretendido. O

Nota 1.2.40. A primeira implicacao provada na demonstracao do teorema
1.2.39 estd amplamente divulgada e pode ser encontrada, por exemplo, em
[1] (pdg. 281, coroldrio 4.2.9). A implicagao reciproca nao se encontra nos
principais livros da drea.

1.3 Teorema da Reducao de Marsden & Weinstein

Estao agora reunidos todos os conceitos e resultados necessérios a uma
correta formulagdo e interpretagao do Teorema da Redugdo de Marsden &
Weinstein.

Comecemos por listar as hipéteses que vao ser consideradas na formulacao
do teorema:

1. (M,w): variedade simplética conexa;
2. (G,.): grupo de Lie conexo, com dim(G) < dim(M);
3. W: acao Hamiltoniana de G em M;

4. J:G — C*®(M): aplicagao co-momento de ¥;
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5. u: M — G*: aplicacdo momento de ¥ (Ad*-equivariante, pelo teo-
rema 1.2.39);

6. = € G*: valor regular de p !;
7. N = u~1(x) # (): subvariedade mergulhada de M;

8. Gy = {9 € G : Adxy(x) = x}: subgrupo de isotropia de = pela agao
Adx, com agao (restri¢ao de ¥ a G,) livre e propria sobre N. Assim,
N/G, tem estrutura de variedade diferenciavel para a qual 7 é uma
submersao sobrejetiva.

Denotaremos por Oy a orbita de p € N pelo subgrupo de Lie G, ou
seja,
O, = {¥y(p): g€ G} COp.

Nota 1.3.1. O termo "restricao de ¥ a G, "¢ um abuso de linguagem que,
na realidade, significa W restrita a G x M, ou seja, estd-se a considerar ¥,
calculada em pontos de M com g € G,. Além disso, G, atua sobre N pela
acao restrita, 1sto €,

peN,ge G, = ¥4(p) €N,
pois, como p € Adx-equivariante, quando p € N = u_l(x) e g € Gy se tem

(Vy(p)) = Adxg(u(p)) = Adxg(x) = 2.

-

Na realidade, a implicacdo acima € uma equivaléncia, mas tal facto sd se
tornard relevante no capitulo sequinte.

Antes de enunciarmos o Teorema da Reducdo de Marsden & Weinstein
vamos apresentar, e demonstrar, um lema que seré necessario na sua prova.
Esse lema, bem como a sua demonstragao, estao presentes em [13] (pag. 123,
primeiro lema) e em [1] (capitulo 4, pag. 299, lema 4.3.2), embora sem tanto
detalhe como a que aqui vamos fazer.

Lema 1.3.2. Nas condi¢oes 1 a 8 acima descritas, tem-se
1. T,0, =T,0,NT,N;

2. T,N = (T,0p)*», onde (1,0,)*r representa o complemento simplético
de T,0,. Ou seja, dados u,v € T,M, tem lugar a equivaléncia

wp(u,v) =0,Vu € T,0, <= v e T,N.

'O Teorema de Sard ([7], pag. 129, teorema 6.10) garante que "quase todos"os ele-
mentos de G* sdo valores regulares de p.
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Demonstracao. Primeiramente, é necessario caracterizar o espago tangente
a N num ponto p. Uma vez que N = pu~!(z), tem-se

T,N = {u € T,M : dp,(u) = ﬁ} .

1. Seja v € T,0,. Entao, lembrando a proposi¢ao 1.2.20, u = \I/(f)(p)
para algum & € G. Para mostrarmos a igualdade pretendida basta
entao provar a equivaléncia

dp(u) = 0 < u e T,08,

uma vez que T,0; C T,0)p. De facto tem-se

. i d Veup(— (p) —
dpp(¥(§)(p) = 0 <= d,up< ( pc(lttg) ) _ 3
t=0
d(poW,,
— (,uo exp( t&)(p)) 6)
dt
t=0
d(Ad*,
— (Adeup(—te) © 1(p)) _3
dt
t=0
d (Adkeap-19)(*)) | _ 5
dt
t=0

<
— Adx(&)(2) =0
<

§€0s
= V(&) € T,05,

ficando assim provado o primeiro ponto do lema.

2. Seja v € T, M. Entao
wylu,v) = 0,Yu € T,0, <= w, (xi/(g)(p),v) —0,Veeg

ou, equivalentemente,

(dJ(§)), (v) =0, € G.

Como v € T,M, existe uma curva (suave) v : | — €,e[— M com
~(0) = p tal que
d(t)
v=— :
=0
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Assim, para todo £ € G, tem-se

(@I(€)), (dzftt) >:0 — WO _,
t=0 =0
Ao
dt o

de onde resulta que

v e Ker(du,) = T,N.

O

O Teorema da Redugdo de Marsden & Weinstein pode ser encontrado
em [13] (pag. 123) e em [1] (capitulo 4, pag. 299, teorema 4.3.1), bem como
a respetiva prova. Tal como no lema 1.3.2, a demonstragao que aqui vamos
apresentar contém todos os detalhes omissos na prova presente em [13] e [1],
que achamos necessario serem mencionados para um melhor entendimento
da mesma.

De salientar que a condigao referente & Adx-equivariancia de p é imposta
em [13] e [1] em substituicdo da condi¢ao de ¥ ser Hamiltoniana, mas o
teorema 1.2.39 garante-nos que estas condi¢oes sao equivalentes, caso G seja
conexo. Assim, o seguinte teorema, apesar de ndo ter a mesma formula-
¢ao que em [13] e [1], é equivalente ao original, nas hipoteses 1 a 8 acima
apresentadas.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Reducao de Marsden & Weinstein). Nas con-
di¢oes 1 a 8 acima descritas, sejam

o M, = N/G,;
e m: N — M, a projecao canonica;
o i : N — M ainclusdo.
Entao, existe uma unica forma simplética w® em M, para a qual
W = *w. (1.4)

A wariedade simplética (M, w") dd-se o nome de variedade simplética redu-
zida.
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Demonstragao. Considere-se a seguinte 2-forma diferencial em M, dada por

Wy ([, [6]) = wp(u, ), (15)
onde p € N, [p] = OF

5, u,v € TN e [ul, [v] € T}y M,. Usando a correspon-
déncia do espago tangente a M, dada no lema 1.2.22, tem-se

[u] = {u+T,05}.

Mas, por outro lado, como dm, é sobrejetiva qualquer que seja p € N, tem-se
também

fu] = dry ().
Facilmente se observa que a 2-forma definida em (1.5) é a tinica que obedece
a (1.4) e que ¢, de facto, diferenciavel, uma vez que é definida & custa de

w e do pullback por aplicacbes suaves. Vamos ver que esta 2-forma esta
bem-definida. Para tal, é necessario verificar duas condigoes:

e w” nao depende da escolha dos representantes de [u] e [v]:

Considerem-se u1, u2,v1,v2 € T, N tais que
[u1] = [ua] , [v1] = [v2].
Entéo, existem wy, w, € 1,0y tais que
U2 — U] = Wy € Vg — V1 = Wy.

Tem-se entao que

pois, pelo lema 1.3.2, e uma vez que
1,0, =T,0,NT,N = (T, N)*» N T, N,

se tem
wp(U1, wv) = wp(wuavl) = wp(wuawv) = 0.

e w” nao depende da escolha do representante de [p]:

Considerem-se p,q € N tais que



Entao, existe g € G, tal que
q="Yy(p) € Oy.

Uma vez que, para todo g € Gy, ¥y : M — M é um difeomorfismo
(por se tratar de uma agao), conclui-se que

(d,), : T,N — T,N

é um isomorfismo (logo, em particular, é sobrejetiva). Assim, dados
[uz], [v2] € TyN/T,0f, existem uy,v1 € TN tais que

up = (d¥,), (u1) e va = (d¥y), (v1),

logo
wig([uz], [va]) = wq(ug, va)

= wy, (p) ((d¥y), (u1), (d¥y), (v1))
— (\Il;w)p (u1,v1)

= wp(ul, v1)

=t (il for)

pois ¥ é simplética.

Falta agora provar que w” é simplética. Para tal, é necessario verificar duas
condicoes:

o w¥ ¢ fechada:

Como, por defini¢do, 7*w® = i*w, e uma vez que o pullback comuta
com a diferencial exterior, tem-se

d(m*w®) = d(i*w) <= 7" (dw”) = i*(dw).

Mas i*(dw) = 0, uma vez que dw = 0. Sejam p € N e u,v,w € T,N
quaisquer. Entao,

T (dw)p(u, v, w) = 0 <= (dw®)r(p) (dmp(w), dmp(v), dmp(w)) = 0.
Mas como 7 é sobrejetiva, tem-se
m(N) = My,
e como, para todo p € N, dm, é sobrejetiva, tem-se
dmp(TyN) = Tip) My,

de onde resulta que
dw”® = 0.

35



e " é nao-degenerada:
De facto,
wf;}([u], [v]) = 0,V[v] € Ty M, <= wp(u,v) =0,Yv € T,N
— u€ (I,N)*r =T,0,.
Mas entao u € T,N NT,0p = T, 0}, pelo que se tem

[u] = {U+TPO$} = {O+TPO$} = [0].

Lema 1.3.4. Nas condi¢oes do teorema 1.3.53, tem-se
dim(My) = dim(M) — 2dim(G) + dim(Oy),

onde
Oy = {Adx4(x): g€ G} CG*

€ a orbita co-adjunta de x.

Demonstragio. Uma vez que N = p~!(z), com x um valor regular de pu,
tem-se

dim(N) = dim(M) — dim(G*) = dim(M) — dim(G). (1.6)

Além disso, como a agdo de G, sobre N é livre, o subgrupo de isotropia de
p € N pela acdo V restrita a G, é trivial, logo

dim((Gy)p) =0, ¥pe€ N. (1.7)

Entao, recorrendo aos lemas 1.2.22 e 1.2.21 e as condigoes (1.6) e (1.7),
tem-se

dim(M,) = dim(N/G)
= dim(Toz (N/Ga))
= dim(7,N) — dim(7,,0)
= dim(N) — dim(O;)
= dim(M) — dim(G) — dim(Oy)
= dim(M) — dim(G) — (dim(G,) — dim((Gz)p))
= dim(M) — dim(G) — dim(G5)
= dim(M) — dim(G) — (dim(G) — dim(Oy))
= dim(M) — 2dim(G) + dim(O,).
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De notar que, pela proposi¢ao 1.2.32, O, tem estrutura de variedade
simplética, logo O, tem dimensao par. Como a dimensao de M também é
par, M, teréd, como seria esperado, dimensao par.

Além disso, como
dim(0;) < dim(G*) = dim(G) = dim(G),
pode concluir-se que
dim(M;) < dim(M) — dim(G) < dim(M),
isto é, estamos sempre perante um espaco quociente de dimensao inferior a
de M, desde que dim(G) # 0.
1.4 Exemplo
Considere-se a variedade simplética candnica (R4, w), ou seja
R* = {(z1, 22,91, ¥2) : 1,72, Y1, y2 € R},
onde (x1, 22,1, y2) sao coordenadas simpléticas, isto é,
w =dx1 Ndy1 + dza N dys.

Considere-se também o grupo de Lie G = SO(2) caracterizado por
- [ cos(f) —sin(f) \
SO(2) = {Ag = ( sin(6) cos(0) 10 €0,2n[ ¢,
com operacao
Ag-Apr = Aot/ mod 21

e elemento neutro

GZAQIId.

G & abeliano, compacto (G =2 S') e dim(G)=1. A sua algebra de Lie ¢ dada
por G = s0(2), onde

0 b
50(2):{£€M2X2(]R):§T:—§}:{< b0 ) :bER}.
Como G ¢ abeliano, a a¢ao adjunta é a identidade em so(2), ou seja,
Ady, =1idg, VAp € G,
0 que por sua vez leva a que a agao co-adjunta seja a identidade em so(2)*,

isto é,
Adxy, =idg-, VYAp e .
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Uma vez que G tem dimensao 1, o paréntesis de Lie em G é nulo, ou seja,

[[&:n]] =0, VE&negd.

A aplicagao exponencial em G é dada pela matriz exponencial, ou seja, se
0 b

_ _4¢ [ cos(tb) —sin(tb) \ _
exp(—t€) = ¢ = < sin(tb)  cos(tb) > = Au:

tem-se

Considere-se agora a acio por rotacdes de SO(2) em (R?*, w) dada por
Uy, :RT— R?
p () ()
T2 Y2

onde p= (531,9527?/17y2)~ Dado

0 b

o seu campo fundamental, \i!(f), ¢ dado por

. 0 0 0 0
v = —brg— +bx1— — bya— + by1 —.
(3102 ot - = by an + byr 9
E facil verificar que ¥ A, € simplética e Hamiltoniana, com co-momento
J:G— CO®(R*Y)
§— J(¢)

dado por
J():R* — R
pr— b(z2y1 — T1Y2).
Usando a identificacdo G* = R através de

T —> O,

onde
az:so(2) — R
&E—  xb,

podemos definir a aplicagdo momento por
p:R*— R
P X2y1 — T1Y2.
Vamos agora calcular o conjunto dos valores regulares de p. Notando que
dpy = —y2dry + y1das + vodyr — x1dyo,

x € R = s50(2)* é valor regular de u se
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o p7Hx) £ 0;
e [ tem caracteristica maxima em todos os pontos de ,u_l(x).

Observando a expressao de dj, facilmente se conclui que 1 tera caracteristica
méxima (isto é, caracteristica 1) se e s6 se p # (0,0,0,0). Assim, z sera valor
regular de p se e s6 se

o ut(z) #0;
e (0,0,0,0) ¢ ().

Uma vez que (0,0,0,0) = 0, tem-se (0,0,0,0) ¢ p~'(x) se e s6 se x # 0.
Entao, todos os valores em R\ {0} sao candidatos a valor regular. Mas como
©(0,2,1,0) = = qualquer que seja € R, tem-se u~'(z) # 0, logo R\ {0} &
o conjunto dos valores regulares de .

Considere-se agora x € R\ {0}. Como a agao co-adjunta ¢ a identidade
em G*, o subgrupo de isotropia de x coincide com G, isto é,

Gz = {49 € SO(2) : Ad*a,(x) = x} = SO(2),
e a sua algebra de isotropia é igual a G, ou seja,
Gz = so(2).
Seja N a subvariedade mergulhada de M definida por
N = u(z).

Numa tentativa de contextualizar geometricamente tal variedade, podemos
notar que a intersegdo de N com o hiper-plano z; = 0 (y; = 0, respeti-
vamente) serd uma hipérbole, para cada yo (2, respetivamente) fixado, ou
seja, sera dada pela unido de duas folhas hiperbdlicas. A mesma descrigao
tem lugar trocando os indices.

Como G, é compacto, a agdo VU restrita a G, é propria. Considere-se
agora o subgrupo de isotropia de p € N pela acao ¥ restrita a G, ou seja,

(G:v)p = {A9 €Gy: \I/A@ (p) = p}'
Com alguns célculos consegue-se facilmente ver que
Va,(p) =p < Ag=e,

pelo que se conclui que a acdo restrita a G, é livre.

Estamos entdo nas condiges do teorema 1.3.3. A variedade simplética

reduzida seré
M, =N/G, = {(’)f; :p € N},
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com

dim(M,) = dim(R*) — 2dim(G) + dim(0,) = 2

uma vez que

O, = {Adsa,(z) : Ag € SO2)} = {x}.

Como G = SO(2) = G, tem-se O = Op. Uma vez que estamos perante
uma agao por rotagoes, conclui-se automaticamente que cada orbita O} es-
taré contida na hiper-superficie esférica centrada na origem e que contém p.
No entanto, notando que esta é uma agdo por rotagoes de SO(2) nas pri-
meiras duas e nas ultimas duas coordenadas, na realidade cada orbita estara
contida num toro bidimensional 72 = S' x S que contém p. Além disso,
uma vez que

dim(0%) = dim(N) — dim(M,) = dim(R*) — dim(G) — dim(M,) = 1,

a Orbita (91“," serd uma curva contida nesse toro.

1.5 Teorema da Reducgao da Dinamica de Marsden
& Weinstein

Nesta secgao vamos estudar o teorema da reducao da din&dmica inicial-
mente formulado por Marsden e Weinstein em [13], que vem complementar
o trabalho visto anteriormente. Denominaremos tal resultado por Teorema
da Reducao da Dinamica de Marsden & Weinstein. Depois de reunidas as
condigbes do Teorema da Redugdo de Marsden & Weinstein para garan-
tirmos a existéncia de uma estrutura simplética no espago reduzido M, é
natural tentar perceber que hipoteses sao necessarias para que o estudo da
dindmica de um campo Hamiltoniano de M possa ser feito em M,, onde o
P.V.1. associado seré, em teoria, de mais facil resolugao, tornando possivel a
recuperacao da dindmica original.

De salientar que, originalmente, este teorema foi formulado para acoes e
nao para fluxos de campos de vetores, saindo como corolério o teorema que
aqui vamos apresentar, como pode ser visto em [13]| (pag. 217). Posterior-
mente, em [1] (pag. 304, teorema 4.3.5), Abraham e Marsden reformulam o
resultado de uma forma mais proxima & aqui apresentada.

Lema 1.5.1. Nas condi¢des do Teorema da Reducdao de Marsden & Weins-
tein, seja H € C*®(M) uma fun¢ao G-invariante e considere-se o campo
Hamiltoniano Xy € X(M). Entao, o fluro de Xy deiza N invariante e
comuta com V.

Demonstracao. Seja o; o fluxo de Xg. Dado p € M arbitrario, recorrendo
ao teorema 1.2.27 tem-se

</~L<p)7€> = J(f)(p) = J(f) © Ut(p) = </~L © Ut(p)7§>7 Vf € g7Vt € Ip7



onde I, é o dominio da curva integral o(p). Como a igualdade acima é
valida para todo £ € G conclui-se que

w(p) = poor(p), Ype M,Vtel,

Assim, tendo em conta que N = u~!(z), o fluxo o; deixa N invariante uma
vez que, dado p € N qualquer, se tem
pooi(p) =plp) ==, Vtel),

ou seja,
oi(p) € N, Vtel,.

Falta provar que o; comuta com ¥, isto é,
V,o00i(p) =00¥y(p), Vpe M,Vge G,Vtel,

Seja f € C*°(M). Entao, recorrendo aos lemas A.0.8 e 1.2.35 e & G-
invaridncia de H, tem-se
(\I’g - Xu)(f) = Xu(fo \I’g) © \Ilg*1
={H,foW,} oV,
={Ho \119_1,]”}
={H,f}
= Xu(f)

Como f era arbitraria, obtém-se a igualdade
U, Xy =Xg.

Por um lado, o lema A.0.6 garante que ¥j00;0 W -1 & o fluxo de ¥, - X,
por outro lado, da igualdade acima conclui-se que o €, também, o fluxo de
Y, - X, de onde resulta, por unicidade do fluxo, que

Vgo0i0W, 1 =0y,
ficando assim terminada a prova. O

Teorema 1.5.2 (Teorema da Redugao da Dinadmica de Marsden & Weins-
tein). Nas condi¢oes do Teorema da Redugao de Marsden € Weinstein, seja
H € C*®(M) uma fun¢ao G-invariante. Entao, o fluzo oy do campo Ha-
miltoniano Xg € X(M) induz canonicamente um fluzo &; em M, através
de

mToor =0;0T. (1.8)

O fluzo 0, € gerado pelo campo de vetores Xg, € X(My), com Hamiltoniano
H, € C*(My) dado por
H,om=Hoi. (1.9)

H, diz-se o Hamiltoniano reduzido.
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Demonstra¢ao. Comecemos por ver que, nas condigoes do enunciado, d; é um
fluxo bem-definido em M,. Dados p,q € N tais que 7(p) = Op = OF = 7(q),
existe g € G, tal que ¢ = Vy(p). Entao, recorrendo ao lema 1.5.1, tem-se

mooy(q) =moaioWy(p) =moVyo00(p) =mooy(p),

uma vez que
m(Wy(01(p))) = m(0:(p)),

ficando assim provado que a aplicagao J;, dada através de (1.8), esta bem-
definida. Falta ver que ¢ um fluxo em M,. Dados p € N e t,s € I, tais
que t + s € I,, onde I, representa o dominio da curva integral o;(p) em N,
tem-se

* do(m(p)) = w(o0(p)) = 7(p);
® bi4s(m(p)) = moorys(p) = moor004(p) = bt 0T o 04(p) = 0y 0 0s(m(p)),
de onde resulta o pretendido.

Agora, como H é G-invariante, em particular H é constante em cada

orbita Oy, com p € N, de onde resulta que H,, dada através de (1.9), esta

bem-definida. Vamos provar que o campo de vetores Y € X' (M) que gera d;
¢ um campo Hamiltoniano, com Hamiltoniano H, € C*°(M,). Dado p € N,
seja [u] = (dm)p(u) € Tjp)(M,), com u € T, N. Entao,

(dHy)p([u]) = d(Hy © m)p(u)
= d(i"H)p(u)
= (i"dH)p(u)
= —(1"w)p(Xu(p), u).

Por outro lado, recorrendo & defini¢do de fluxo, tem-se

()Xt p) = (d), <d<"d§p)) )
t=0

d(m o at(p))
dt

d(6¢ o 7(p))
dt
=Y (n(p))-

Assim, lembrando o Teorema da Redugao de Marsden & Weinstein, tem-se

(dHy) ) ([u]) = — (% w)p(Xa (p), )
= —(7*w")p (X5 (p), u)
— (Y (7(p)), [u]),

t=0

t=0
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ou seja, Y é um campo Hamiltoniano com Hamiltoniano H,, ficando assim
concluida a prova. O
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Capitulo 2

Reducao de variedades de
Poisson

Este capitulo é dedicado ao estudo do teorema da redugao de variedades
de Poisson formulado por Marsden e Ratiu em [12|, que vem generalizar o
Teorema da Redugao de Marsden & Weinstein. Denominaremos tal resultado
por Teorema da Redugao de Marsden & Ratiu.

Para um melhor entendimento do enunciado e respetiva demonstragao do
teorema torna-se necessario reunir alguns conceitos e resultados de geometria
de Poisson antes de podermos prosseguir com o nosso estudo.

2.1 Preliminares

2.1.1 Variedades de Poisson

Definigao 2.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel. A um paréntesis

{,}:C®(M) x C®(M) — C>®(M)
(fr9) — {f,g}

que satisfaz, para todos f,g,h € C*(M) e a,b € R,

1. antissimetria:

{gaf} = _{fag};

2. R-linearidade no 1° argumento:
{af +bg,h} = a{f,h} +b{g, h};
3. identidade de Jacobi no 1° argumento:
{f, 9} 0} +{{g, 1}, f} +{{h, [}, 9} = 0;
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4. regra de Leibniz no 1° argumento:
{fg.h} = f{g.h} +{f,h}g,

dd-se o nome de paréntesis de Poisson ou estrutura de Poisson em M. A
uma variedade munida com uma tal estrutura dd-se o nome de variedade de
Poisson e denota-se por (M,{, }).

De notar que a antissimetria de um paréntesis de Poisson garante a R-
linearidade, a identidade de Jacobi e a regra de Leibniz no 2° argumento.

Nota 2.1.2. As propriedades 1 a 8 da defini¢io 2.1.1 garantem que, em
particular, (C*(M),{, }) € uma dlgebra de Lie real (de dimensao infinita),
chamada de dlgebra de Poisson-Lie.

Seguem-se trés dos exemplos mais simples de variedades de Poisson:

Exemplo 2.1.3. Qualquer variedade diferencidvel M com { ,} =0 € uma
variedade de Poisson.

Exemplo 2.1.4. Qualquer variedade simplética com paréntesis de Poisson
definido como em 1.1.6 é uma variedade de Poisson.

Exemplo 2.1.5. Seja (G,[,]) uma dlgebra de Lie real de dimensao finita e
considere-se G* o seu espaco vetorial dual enquanto variedade diferencidvel.
Dada f € C*(G*), para cada o € G* tem-se df, € (G*)* = G. Com esta
correspondéncia entre (G*)* e G defina-se o paréntesis { , } através de

{f,g}(a) = <a7 [dfou dga]> )

para todo o € G* e f,g € C*(G*). Este paréntesis define, de facto, uma
estrutura de Poisson em G*, designada por estrutura de Lie-Poisson em G*.

Lema 2.1.6. Dada uma variedade de Poisson (M,{,}) e f € C*(M), a
aplicacao
Xp:O®(M) — C®(M)
g— {f.9}
é uma derivagao em C*(M).
Tal resultado sai diretamente da R-linearidade e regra de Leibniz no 2°
argumento do paréntesis de Poisson da variedade M.

Definicao 2.1.7. Ao campo de vetores associado & derivagao definida no
lema 2.1.6 dd-se o nome de campo Hamiltoniano de f e representa-se por
Xy. Tal campo satisfaz a identidade

dg(Xy) = {f, g},

qualquer que seja g € C°(M).
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A proposigao seguinte pode ser encontrada em [9] (capitulo 3, pag. 109,
proposigao 8.5):

Proposigao 2.1.8. A aplicagdo

(@>=M),{,}) — (XM),[,])
fl—> Xf

€ um homomorfismo de dlgebras de Lie, isto €, para todos a,b € R e f,g €
C>*(M), tem-se

o R-linearidade:
Xaf+bg = aXf + ng;

o Xirgy = [Xr, Xql

Demonstracao. Uma vez que, fixado f € C*°(M), X; é um campo de vetores
(por ser uma derivacao), tem-se,

e quaisquer que sejam f,g,h € C°(M) e a,b € R,

Xap+bg(h) ={af +bg,h} =a{f,h} +b{g,h} = aX¢(h) + bX4(h);

e quaisquer que sejam f, g, h € C°°(M), por um lado tem-se

Xirgy(h) ={{f, 9} h},

por outro, recorrendo & identidade de Jacobi do paréntesis de Poisson,
tem-se

[Xr, Xgl(h) = Xy(Xg(h)) — Xg(Xy(R))
= Xr({g,h}) — Xo({f, h})
={f.{g;h}} —{g.{f,h}}
={f{g.h}} +{g.{h. f}}
=—{h.{f.g}}
={{f g}, h}.

O]

Lema 2.1.9. Dada uma variedade de Poisson (M,{ ,}) de dimensao n e
{1, ..., xn} um sistema de coordenadas locais em M, tem-se, para todas as

fungées f.g € C*(M),

B of og  of dg\,

1<i<j<n
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Demonstragao. Seja f € C°(M) qualquer e considere-se a fungao coorde-
nada ;. Entao, recorrendo a nocao de campo Hamiltoniano e a nogao de
diferencial de uma funcao num ponto, tem-se

Z {%’xz}

Considere-se agora g € C°°(M) arbitraria. Entao, recorrendo ao ponto an-
terior e & antissimetria do paréntesis de Poisson, tem-se

{z;, [} = df (X Z
=1

n

% 0
{f’g}:dg(Xf):ZO daj(Xy) = Za {fozi} =~ xgj{:cj,f}
j=1
. n g af . n ag of
B j;axj <i:1 8%’{%’%}) jzl O 9 { zi, 25}
_ af g of g o
> (&ca‘axax) {oi.2;).
<i<jsn
O

2.1.2 Tensor e morfismo de Poisson

A proposigao seguinte pode ser encontrada em [1] (pag. 81, proposi-
¢ao 2.2.6) e da-nos uma caracterizagao bastante util das 1-formas algébricas
numa variedade diferenciavel.

Proposigao 2.1.10. Dada uma variedade diferencidvel M e p € M, vale a
implicacdo
ap € TyM = 3f € C(M) : dfy = ay. (2.1)

Tendo em conta a proposi¢ao anterior, podemos entao associar a uma
variedade de Poisson (M, {, }) um 2-tensor contravariante e antissimétrico,
definido ponto a ponto como se segue:

Definigao 2.1.11. Dada uma variedade de Poisson (M, { , }), dd-se o nome
de tensor de Poisson associado a { , } a aplicagdo

P QY M) x QY(M) — C°(M)
que, para todop € M e f,g € C®°(M), verifica

Py(dfy, dgy) = P(df,dg)(p) = {f,g}(p).

Nota 2.1.12. A R-bilinearidade e antissimetria do paréntesis de Poisson,
bem como o facto de este satisfazer a regra de Leibniz, garantem que P, como
definido acima, € de facto um 2-tensor contravariante e antissimétrico. No
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entanto, P terd de obdecer a uma condi¢cao extra para garantir a identidade de
Jacobi do paréntesis de Poisson. De facto, a identidade de Jacobi € satisfeita
se e so se

[P,P]:()’

onde o paréntesis acima designa o paréntesis de Schouten, que nao iremos
definir por nao ter relevincia no trabalho que se seque.

Como, pelo lema 2.1.9, o valor de {f, g}(p) apenas depende de df,, dgp
e do paréntesis de Poisson das coordenadas locais, o tensor de Poisson pode
ser definido, alternativamente, da seguinte forma:

Definigao 2.1.13. Dada uma variedade de Poisson (M, { , }), dd-se também
o nome de tensor de Poisson associado a {, } a

P c T(A*TM)
que, para cada p € M € dada, em coordenadas locais {z1,...,xn}, por

0
P, = Z Pz‘j(P)aTEi
p

1<i<j<n

9
83:]-

p
com Pz‘j = {xi,xj}.

Nota 2.1.14. Com base na correspondéncia que existe entre um espago ve-
torial e o dual do seu dual, tem lugar a identificacdo

<(da;i)p, aax] > <8i] (dwz) > = 51]

Para confirmar que as defini¢oes 2.1.11 e 2.1.13 sao, de facto, equivalentes,
considerem-se 1-formas diferenciais o, 3 € Q'(M) expressas, em coordenadas
locais {z1,...,x,}, por

oy = Zal )(dzi)p e By = Zﬁl )(dzi)p
i=1

com «;, 3; € C*°(M). Entao, pela defini¢ao 2.1.13,

0 0
Py(ap, Bp) = 1<;<npij(p)8xi ) A oz, p(%a Bp)
= > Py(p)(cilp)Bi(p) — i (p)Bi(p))
1<i<j<n
= > (ilp)Bi(p) — o5 (p)Bi(p){i, 2} (p).
1<i<j<n
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Por outro lado, como existem funcées f, g € C°°(M) tais que o, = df, €
Bp = dgp, tem-se
_9f

ailp) = 52 (0) € B(p) = 52 (o),

de onde resulta, recorrendo ao lema 2.1.9, a definigao 2.1.11.

Dada uma variedade de Poisson (M, { , }), chamaremos também ao ten-
sor de Poisson P, correspondende ao paréntesis de Poisson { , }, de estrutura
de Poisson associada a variedade M.

Definigao 2.1.15. Dada uma variedade de Poisson (M,{ , }), dd-se o nome
de morfismo de Poisson ao morfismo de mddulos

P# QY M) — X(M)

tal que, para cada p € M e cada o € QY (M), P#(a)(p) = Pp#(ozp) representa
o tunico elemento de T,M que satisfaz

<5p, Pf(ozp)> = Py(op, Bp), By € T M.

Para nao tornar a notagao demasiado pesada usaremos abreviacoes da
forma

#a = P*(a) € X (M)

#ay, = (F#a)(p) = Pp#(ap) € TpM,
com a € Q1 (M) ep e M.
De notar que, em particular, fixado f € C°°(M), se tem, para todo
pEMegeC®(M),
(dgp, #dfp) = Pp(dfp, dgp)

= {f.g}p)

= dgp(Xy(p))

= <d9p7Xf(P)> :

Como esta igualdade é valida para todo p € M e g € C*°(M), tem-se

#df, = Xy(p), Ype M,

de onde se conclui que
#df = X;y.

Nota 2.1.16. No caso particular de estarmos a considerar uma variedade
simplética (M,w) com o paréntesis de Poisson associado a w como visto na
definicio 1.1.6, o morfismo de Poisson P# serd, na realidade, um isomor-
fismo de mddulos com inversa w’ (recordando a defini¢ao 1.1.2). De facto,

50



tendo em considera¢ao a afirmagao (2.1) vista no inicio desta subsecgao,
dadospe M, f,ge C®(M) eY € X(M) quaisquer, por um lado tem-se

(@ (#df) (V) (p) = —(ix,w)(Y)(p) = df (Y)(p)

e, por outro lado, tem-se

(dgps #(” (X7))(P)) = (dgy, #lfy) = (dgp, X7 (p) -

Definigao 2.1.17. Seja (M,{ , }) uma variedade de Poisson. Dd-se o nome
de distribuicao caracteristica de P ao subconjunto de TM dado por

C = P#(T*M),

isto €, a imagem do morfismo P¥. Dd-se o nome de espaco caracteristico
no ponto p € M a fibra C, da distribui¢io caracteristica em p, isto €, ao
subespago vetorial de T,M dado por

Cp = P (T M).

A caracteristica do 2-tensor P no ponto p, isto €, a dimensao de C,, dd-se
o nome de caracteristica da estrutura de Poisson em p.

Nota 2.1.18. Fizado um sistema de coordenadas locais {x1,...,x,}, define-
se a matriz de Poisson em p € M (ou matriz de P#) como sendo

(=Pii(P)i jeqt, .1 >

onde P;j(p) = {xi,x;}(p). A caracteristica da estrutura de Poisson em p €
dada pela caracteristica da matriz de Poisson nesse ponto, pelo que se pode
concluir que € sempre par, uma vez que se trata de uma matriz antissimétrica.
No entanto, a distribuicdo caracteristica nao tem necessariamente de definir
um subfibrado de TM, uma vez que a caracteristica da estrutura de Poisson
pode vartar com o ponto. No caso particular de M ser simplética, tem-se
efetivamente

dim(Cp) = dim(M), Vpe M

uma vez que, nesse caso, P* é um isomorfismo de mddulos. As matrizes que
representam W’
da outra.

e P#* num sistema de coordenadas locais sio inversas uma

Lema 2.1.19. Seja (M,{ , }) uma variedade de Poisson e E C TM um
subfibrado de T M. Entao,

#(#E")’ C E,

onde # representa o morfismo de Poisson associado a { , }.
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Demonstragio. Considere-se o € E° e 8 € (#E°)Y arbitrarios. Uma vez que
#a € #E°, tem-se

0= (8, #a) = P(a, ) = —P(B3,0) = — (o, #8)

onde P representa o tensor de Poisson e # o morfismo de Poisson associados
a variedade (M, { , }), respetivamente. Como o € EY & arbitraria, e uma
vez que o lema A.0.16 garante que

Ker (E') = E,

conclui-se que
#0 € E,

ficando assim concluida a prova. O

Lema 2.1.20. Seja (M, {, }) uma variedade de Poisson e S,T C TM dois
subfibrados de TM . Entdo,

#80CT «— #T°C S,
onde # representa o morfismo de Poisson associado a { , }.

Demonstracao. Recorrendo as defini¢oes de anulador de um espago vetorial
e de morfismo de Poisson, bem como ao lema 2.1.19, tem-se

#S0CT = T°C (#5°)) — #T° C #(#5"° C8S.

Para a implicagao reciproca basta trocar os papéis de S e T O

2.1.3 Aplicagoes e automorfismos infinitesimais de Poisson

Se nada for dito em contrario, todas as defini¢bes e resultados presentes
nesta subsec¢ao podem ser encontrados em [9] (capitulo 3, secgoes 9 e 10).
Sempre que tal nao se aplique, a devida referenciagao sera feita.

Definigao 2.1.21. Sejam (Mi,{ , }1) e (Ma,{ , }2) duas variedades de
Poisson e considere-se uma aplicacao diferencidvel

(p:M1—>M2.

¢ diz-se uma aplicagdo de Poisson se, quaisquer que sejam f,g € C°°(Ma),
se verifica

{frglaop={fop,goph.

Nota 2.1.22. Atendendo ao lema 1.2.835, dada uma variedade simplética
(M,w), com paréntesis de Poisson { , } associado a w definido como em
1.1.6, qualquer simplectomorfismo ¢ € Simp(M) é uma aplica¢io de Pois-
son.
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A proposigao seguinte pode ser encontrada em [9] (capitulo 3, pag. 115,
proposigao 9.2).

Proposicao 2.1.23. Sejam (Mi,{ , }1) e (M2,{ , }2) duas variedades de
Poisson e considere-se um difeomorfismo

(p:M1—>M2.

Se ¢ for uma aplicacio de Poisson, entdo @~' também é uma aplicacio de
Poisson. Nesse caso, ¢ diz-se um difeomorfismo de Poisson.

Definigao 2.1.24. Seja (M,{ , }) uma variedade de Poisson. Um campo
de vetores X € X(M) diz-se um automorfismo infinitesimal de Poisson se,
para todo t € R, o fluro de X

Ot - Dt — D_t
for uma aplicacao de Poisson.

Proposicao 2.1.25. Seja (M,{ ,}) wma variedade de Poisson e X €
X(M). As sequintes condigoes sao equivalentes:

o X ¢ um automorfismo infinitesimal de Poisson;

o X € uma derivagao da dlgebra de Poisson-Lie (C*>°(M),{, }), isto €,
X({f,9h) ={X(), g3 +{/, X(9)}, Vf,geCT(M).

Corolario 2.1.26. Seja (M,{ , }) uwma variedade de Poisson. Todos os
campos Hamiltonianos Xy € X (M), com f € C*®(M), sdo automorfismos
de Poisson.

Dada uma variedade de Poisson (M,{, }) e N C M uma subvariedade
de M, geralmente nao existe uma estrutura de Poisson em N para a qual a
inclusao
i N— M

seja uma aplicagdo de Poisson. Quando tal acontece, a subvariedade N teré
um nome particular:

Definigao 2.1.27. Seja (M,{, }) uma variedade de Poisson. N C M diz-
se uma subvariedade de Poisson se existir uma estrutura de Poisson { , }n
em N para a qual a inclusao

i:N— M
€ uma aplicacdo de Poisson, isto €,

{f,gtoi(p)={foi,goi}n(p), Vpe€ N,Vf,gec C¥(M).

Se existir, tal estrutura € unica.
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Esta defini¢ao pode ser encontrada em [17| (pag. 527 e 528). Segue-se
agora um lema que d& duas caracterizacoes equivalentes das subvariedades
de Poisson e que podem ser encontradas em |3| (Submanifolds in Poisson
geometry: a survey, pag. 405) e em [17] (pag. 528, lema 1.1):

Lema 2.1.28. Dada uma variedade de Poisson (M,{ ,}), N C M uma
subvariedade de M e sendo # : QY(M) — X (M), o morfismo de Poisson

associado a { , }, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
o N ¢é uma subvariedade de Poisson;
o #(I,M)CT,N, VpeN;

o #(I,N)°={0}, VpeN.

2.1.4 Distribuigoes integraveis

Nesta subsecgao vamos definir varios conceitos e enunciar resultados re-
ferentes a distribui¢coes em variedades diferenciaveis, cuja caracteristica nao
tem de ser necessariamente constante. Sempre que a caracteristica da dis-
tribuicao for constante, tal facto serd explicitamente mencionado. Todo o
conteudo desta subsecgao pode ser encontrado em [9] (apéndice 3).

Definigao 2.1.29. Dada uma variedade diferencidvel M, dd-se o nome de
distribuicao generalizada em M a um subconjunto F C TM tal que, para
todo p € M, a fibra

F,=FnT,M

¢ um subespago vetorial de T,M. A dimensdao de F, diz-se a caracteristica
da distribuicio F' em p e pode variar com p.

Definigao 2.1.30. Seja F' uma distribuicao generalizada em M. Entao,

e dd-se o nome de sec¢ao diferencidvel de F' a um campo de vetores
(diferencidvel) X definido num aberto U C M tal que

X(p) € Fp, VpeU,

o I diz-se diferencidvel se, para todop € M e u € F,, existe uma sec¢io
diferencidvel X de F', definida numa vizinhanca aberta de p, tal que

X(p) = u;

e dd-se o nome de integral de F' a um par (N, h), com N uma variedade
diferencidvel conexa e
h:N—M

uma imersao que satisfaz, para todo p € N,

dhy(TyN) C Frp);
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o diz-se que um integral (N, h) de F tem dimensao mazimal em p € N
se

dhp(TpN) = Fh(p);

e dd-se o nome de variedade integral de F' a uma subvariedade imersa e
conexa N C M para a qual (N,in) € um integral de F, onde

in:N— M
€ a inclusao de N em M.

A nota seguinte pode ser encontrada em [9] (apéndice 3, pag. 384, nota

1.5):
Nota 2.1.31. Na notacgao da definicio anterior, tem-se que

1. uma variedade integral de F' nao é, necessariamente, uma subvariedade
mergulhada de M ;

2. se (N,h) € um integral de F' e h € wma imersao injetiva, entdo h(N)
€ uma variedade integral de F'.

Definicao 2.1.32. Uma distribuicio generalizada F diz-se integrdvel se,
para todo p € M, existe uma variedade integral de F' que contém p e tem
dimensao maximal em todos os seus pontos.

Definicao 2.1.33. Uma variedade integral N de F' diz-se maximal se tiver
dimensao mazximal em todos os seus pontos e for tal que nao exista nenhuma
outra variedade integral de F' que contenha estritamente N e seja mazimal
em todos os seus pontos.

Teorema 2.1.34. Seja M uma variedade diferencidvel e F' uma distribui¢do
generalizada integravel em M. Entao, para todo p € M, existe uma unica
variedade integral N de F' que contém p e € maximal. As variedades integrais
maximais de F formam uma particao de M, chamada folheagdo generalizada
de M definida por F'. As variedades integrais mazximais dizem-se as folhas
da folheacao.

No caso particular da distribuicao ter caracteristica constante, tem-se o
famoso teorema:

Teorema 2.1.35 (Teorema de Frobenius). Seja M uma variedade diferen-
citdvel e F' uma distribuicao generalizada diferencidvel de caracteristica cons-
tante. Entao, F € integrdvel se e so se, para todo o par (X,Y) de secgoes
diferencidveis de F' definidas no mesmo aberto U, [X,Y] € também uma
seccao diferencidvel de F'.
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2.2 Teorema da Redugao de Marsden & Ratiu

Por uma questao de coeréncia, iremos adotar uma notacao mais préxima
da usada em [4] por Falceto e Zambon no estudo do Teorema da Redugao
de Marsden & Ratiu.

Definigao 2.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel, N C M uma subva-
riedade de M e considere-se um subfibrado

B C Ty M,

onde Ty M representa a restricao do fibrado TM a N. Dizemos que uma
fungao f € C°(M) é B-invariante se a sua diferencial, em qualquer ponto
de N, anular B, isto €,

dfp(u) =0, Vpe N,Vu € By,
O congunto das fungoes B-invariantes serd denotado por C*°(M)p.

Definigao 2.2.2. Seja (M,{ , }) uma variedade de Poisson. Entdao, nas
condigoes da definicdo 2.2.1, o subfibrado B diz-se candnico se tem lugar a
mmplicagdo

fvg € COO(M)B = {fvg} € COO(M)B

Comecemos por estipular em que ambiente vamos trabalhar. Considerem-
se as seguintes condicoes:

1. (M,{, }): variedade de Poisson;

2. N C M: subvariedade mergulhada de M, com mergulho dado pela
inclusao
t: N — M;

3. B C TyM: sufibrado de T'M restrito a N;

4. F = BNTN: distribui¢ao integravel regular (isto é, de caracteristica
constante) em N

5. A folheagao de N definida por F' é regular (ou simples).

Relativamente ao ponto 5, o teorema 2.1.34 garante a existéncia de uma
folheacao de N definida por F', cujas folhas terao todas dimensao igual a
caracteristica de F' por esta ser constante. Assumindo que tal folheagao é
regular (ou simples), o espago das folhas, que vamos denotar por

N = N/F,
terd uma estrutura de variedade diferenciavel para a qual a projecao canoénica

7m:N—N
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¢ uma submersao. Tal resultado, bem como a definicao de folheagao re-
gular (ou simples) podem ser encontrados nas notas de aula de Geometria
Diferencial de Rui Loja Fernandes em [5] (pag. 68, corolario 9.9).

Antes de avangarmos para o Teorema da Redugdo de Marsden & Ratiu
apresentamos dois resultados que ajudarao a tornar a prova do teorema mais
clara e que podem ser encontrados em [15] (capitulo 10, pag. 384, lema
10.4.14 e pag. 385 e 386, na prova do teorema 10.4.12, respetivamente), cujas
demonstracoes, bastante técnicas, optamos por nao incluir neste trabalho.

Lema 2.2.3. Nas condigoes 1 a 5 acima descritas, dado f € C*®(N), ¢
sempre possivel estender a fungdo fomw a M de forma B-invariante, ou seja,
existe fB € C°(M)p tal que fB|N =fom.

Nota 2.2.4. De notar que as extensoes mencionadas no lema 2.2.3 nao sao

necessariamente tnicas. Por outro lado, dada uma funcio fB € C®(M)p
qualquer, existe uma e uma so fungao f € C°(N) tal que

fom(p)=fP(p), VpeEN,
uma vez que o lema A.0.15 garante que fP € constante em cada folha da
folheagido de N definida por F (como F C B e fB é B-invariante, P
também €, em particular, F-invariante). Dizemos entio que fB restrita a
N induz uma (inica) fun¢ao em C°(N).

Lema 2.2.5. Nas condi¢oes 1 a 5 acima descritas, dado p € N,

® seaqy € Bg, entio existe fB € C®(M)p tal que
BY .
ap = (df )p’

o se ap € B)N(T,N)°, entio existe f5 € C(M)p cuja restrigio a N
€ a funcao nula e € tal que

ap = (de)p.

Nota 2.2.6. Na realidade, os lemas 2.2.3 e 2.2.5 foram provados por Ortega
e Ratiu localmente. No entanto, uma vez que todos os resultados onde tais
lemas serao utilizados assentam em construcoes e operagoes locais, com um
certo abuso de linguagem optamos por os enunciar de forma global na ten-
tativa de simplificar notacdo. Tal facto volta a ser mencionado no capitulo
3 (nota 3.1.2).

Definigcao 2.2.7. Nas condig¢des 1 a 5 acima descritas e assumindo B ca-
nonico, (M,{ , }, N, B) diz-se Poisson-redutivel se existir uma estrutura de
Poisson { , }5 em N tal que, para todas as fungées f,g € C®(N) e todas
as fungoes fB,gB € C°(M)p cujas restricées a N sejam iguais a, respeti-
vamente, fomw e gom, se tem

{f,9}yom={r"g"}oi. (2.2)
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Estamos agora em condigbes de enunciar, e provar, o Teorema da Re-
dugdo de Marsden & Ratiu. O teorema, bem como a sua demonstragao,
podem ser encontrados em [12], mas sem tanto detalhe como o que aqui
iremos apresentar.

Teorema 2.2.8 (Teorema da Redugao de Marsden & Ratiu). Nas condigoes
1 a 5 acima descritas e assumindo B candnico, (M,{ , }, N, B) é Poisson-
redutivel se e so se

#B° C B+ TN, (2.3)

onde # representa o morfismo de Poisson associado a { , }.

Demonstra¢ao. Comecemos por assumir que o quarteto (M,{ , },N,B) é
Poisson-redutivel. Dado p € N, considere-se o, € Bg . Entao, o lema 2.2.5
garante que existe fZ € C*(M)p tal que

(de)p = Q.

Recordando o lema A.0.16, considere-se agora f,, uma l-forma algébrica
arbitraria em (B, + T,N)° = Bg N (T,N)°. Recorrendo novamente ao lema
2.2.5, escolha-se uma funcio g% € C°°(M)p cuja restricdo a N seja a funcio
nula e tal que

B
(dg )p = ﬁp'
Considere-se g € C*°(N) induzida por g restrita a N, isto é,
gom(q) =¢"(q), VgeN.

Como a restricao de g a N é a funcio nula, tem-se g = 0. Entéo, recorrendo
a condigao (2.2), tem-se

(B #p) = By ((df7), . (dg™),)

= {f%.4%} (p)
={f, 0}z om(p)
—0,

onde f é a fungdo em C*(N) induzida por fB restrita a N. Pode entdo
concluir-se que
#op, € B, +T,N,

uma vez que 3, é arbitrario em (B, + TpN)O e, pelo lema A.0.16, se tem
Ker (B, +T,N)") = B, + T,N,
ficando assim provado que

#B) C B, +T,N.
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Assuma-se agora que a condi¢ao (2.3) é verificada. Queremos provar
que (M,{ ,},N,B) é Poisson-redutivel. Considerem-se f,g € C®(N) e
fB,gP € C®°(M)p extensdes a M de fonm e gom, respetivamente (cuja
existéncia é garantida pelo lema 2.2.3). Como B é canonico, {fB,gB} €
C>®(M)p, logo a restri¢ao de {fB,gB} a N induz uma funcio h € C*°(N)
através de

hor(p)={f".¢"} (), VpeN.
B

Vamos agora ver que h nao depende da escolha das extensdes fZ e gP.
Considere-se ¢’'P outra extensdo B-invariante de gom a M. Como

B( 'B(p), VpeN,

g (p)=gom(p)=g

tem-se
(9" —g'") (p) =0, VpeN,

de onde resulta que
d(g® - g’B)p (u) =0, Vp€ N,VucT,N.
Assim, e uma vez que g% — ¢’ ¢ uma funcao B-invariante, conclui-se que
d(g? —g®) e (B+TN)°.

Como, por hipotese, #B° C B + TN, e uma vez que df? € B°, tem-se

(d(s” ~g®), . #(d"),) =0, VpeN,

logo, para todo p € N,

(d(g7 —g®), #(d),) =0 <= {[7.¢" — g%} (o) =0
— {179} () = {17, 4"} 0.

Por antissimetria do paréntesis de Poisson em M conclui-se que h também
nao depende da escolha da extensdo B-invariante de fomw a M. Assim,

{f.9}x =heC™(N)

estd bem-definida e é a inica fungao para a qual a igualdade (2.2) é valida.

Falta provar que N é uma variedade de Poisson, com estrutura de Pois-
son { , }3 definida como acima. Para isso, é necessario que { , }7 seja
antissimétrico, R-linear no 1° argumento e que satisfaga a regra de Leibniz
e a identidade de Jacobi no 12 argumento.

e Antissimetria:

Resulta da mesma propriedade do paréntesis de Poisson em M.
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e R-linearidade no 1° argumento:
Sejam a,b € R, f1, fa,g € C®°(N) e fB, f8, 9P € C°(M)p, extensoes

a M das fungoes fi om, fo o e gom, respetivamente. Como

(af1B+bf2B) (p) = (afi +bf2) om(p), VpeN

e, quaisquer que sejam p € N e u € B,
d(aff +bf7), (w) = a(dff), (u) +b(dfy), (u) =0,

a fungdo afP+bfP é B-invariante e estende a M a funcio (af1+bf2)or.
Assim,

{af1+bf2,g}ﬁo7r:{ale—i—bsz,gB}oi
= (a{f’. g} +b{f7.9"}) i
=a{fi,g}xyom+b{f2g9lxom
= (a{f1, 9}x +b{f2. g}) o .

e Regra de Leibniz no 1° argumento:
Sejam f,g,h € C®(N) e fB,¢B,hB € C®°(M)p extensdes a M das

fungbes fom, gom e h om, respetivamente. Como

(f%9") (0) = (fg)om(p), YpEN
e, quaisquer que sejam p € N e u € By,
d(fPg"), (w) = g"(p) (dfP), () + [ (p) (dg"), (u) = 0,
a fungdo fBgP ¢ B-invariante e estende a M a funcdo (fg)om. Assim,
{fg,h}xgom= {fBgB,hB} o1
_ ({fthB}gB_i_fB{gB’hB}) 0i
= ({f.h}wom)(gom)+ (form) ({g,h}xor)
= ({f;h}xg + flg, hix) o

e Identidade de Jacobi no 1° argumento:

Sejam f,g,h € C®(N) e fB, g%, hP € C®°(M)p extensdes a M das
fungoes f om, gom e h om, respetivamente. Como, por hipdtese,
{fB,gB} € C*°(M)p, e uma vez que, pela igualdade (2.2), {fB,gB}
estende a M a fungao {f, g}z o, tem-se

{{f.9}w h}xgom={{fP, g%} ,hP}oi.

Assim, a identidade de Jacobi no 1° argumento resulta da mesma pro-
priedade do paréntesis de Poisson em M.

p

O

60



2.3 Teorema da Redugao da Dinamica de Marsden
& Ratiu

Vamos agora estudar o teorema da reducao da dindmica em variedades de
Poisson usando distribuicoes. Inicialmente formulado por Marsden e Ratiu
em [12] (pag. 164), foi posteriormente incluido num livro de Vaisman ([16],
pag. 114, teorema 7.33), onde o autor acrescenta algumas condigdes, omissas
no teorema original, necessarias & sua correta formulagao. Denominaremos
tal resultado por Teorema da Redugao da Dindmica de Marsden & Ratiu.

Comecemos por ver a proposicao seguinte, que sera necesséaria na prova do
teorema que se lhe segue. Este resultado pode ser encontrado em [16] (pag.
113, proposigao 7.32) e em [12] (pag. 163), sendo a formulagao presente neste
trabalho a encontrada no artigo de Marsden e Ratiu.

Proposigao 2.3.1. Nas condi¢oes do Teorema da Reducdo de Marsden &
Ratiu, considerem-se duas variedades Poisson-redutiveis (My,{ , }1, N1, B1)
e (Ma,{, }2, Na, B2) € uma aplicagio de Poisson ¢ : My — My tal que

e o(Ni) C Ny;

[ ] ng(B1> g Bg, 15to é,
(dp)p(u) € (B2)g), Vp € N1, Vu € (Bi)y;

e ¢ envia folhas da folheacdo de Ny definida por Fy = TNy N By em
folhas da folheacao de Ny definida por Fo =T' Ny N Bs.

Entéo, ¢ induz uma tinica aplicagdo de Poisson $: Ni — Na, onde
Ni = NZ/(TNZ N Bz)7 com 1t € {1, 2},

que satisfaz
7T20(p0i1=§507’[‘1, (24)

a qual se dd o nome de reducao de .

Demonstragao. Comecemos por ver que @ estd bem-definida, isto é, que o
diagrama

Ny PN 2
ml im
N, — N

é comutativo. Seja ¢ : Ny — No dada por
&([p]) = m2(e(p)), Vp € N1,
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com [p] = m1(p) € N1. Dado p € Ny, considere-se a folha S; de N7 definida
por F; que contém p. Como ¢ envia folhas em folhas, existe uma (tnica)
folha So de N3 definida por Fy que contém ¢(S7) e, em particular, ¢(p).
Considerando, com algum abuso de linguagem, S7 e S5 também como pontos
de Ni e Ng, respetivamente, isto &, S; = m(p) e Sa = m2(¢(p)), fica entdo
claro que @ estd bem-definida, uma vez que

¢(lg]) = ma(p(q)) = S2, Vg €51

Falta provar que ¢ ¢ uma aplicacdo de Poisson. Sejam f,g € C*°(N3)
e B2 gB2 € C°(M,)p, extensdes (Ba-invariantes) a My de f oy e g o o,
respetivamente. Entao, como ¢(N1) € Ny e do(B;) C Bs, tem-se

d(f2 o), (u) = (df%) , (dep(w) =0, Vp € Ni,Yu € (Bi)y,
ou seja, fB2 0 p € C®°(M;)p,. Como, dado p € Ny, se tem

fP2op(p) = fomowp(p) = fo@om(p),

conclui-se que fP2 o ¢ é uma extensdo (Bj-invariante) de f o @ om a Mj.
Anélogo para g. Entéo, recorrendo as defini¢des de aplicacdo de Poisson e
Poisson-redutibilidade, tem-se

* Ak

e fog9tw, = {f.g9tw,0omopoir
= {2 g%}, 0020000
={fPop,g%op} oi
={fod,900}w, om
=mi{fo® 90}y,
de onde resulta que » é uma aplicagao de Poisson, uma vez que m é sobre-

jetiva. 0

A formulacdo do teorema seguinte pode ser encontrada em [16] (pag.
114, teorema 7.33) e surge com algumas alteragdes relativamente ao seu
homonimo, originalmente publicado por Marden e Ratiu em [12]:

Teorema 2.3.2 (Teorema da Redugao da Dinémica de Marsden & Ratiu).
Nas condigoes do Teorema da Reducao de Marsden € Ratiu, considere-se
(M,{, },N, B) uma variedade Poisson-redutivel. Se H € C*(M)p ¢é uma
fungao para a qual o fluxo oy do campo Hamiltoniano Xg € X (M) conserva
N e B, isto é,

e 0(N) CN;
« (do0)(B) C B, ou scjo,

(dUt)p(u) € (B)O't(p)a vp S N, Yu € Bp7
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para todo t € R e dominio de definicao correspondente, entdo o induz di-
feomorfismos de Poisson ; em N, comt € R. g; é um fluto em N e o

campo de vetores que o gera € um campo Hamiltoniano X, € X(N), com

Hamiltoniano h € C*°(N) determinado, unicamente, através de
hom=Hoi.
Além disso, os campos de vetores Xg|y e Xy, sao m-relacionados, isto €,

Xp(m(p)) = dmp(Xu(p)), VpeN.

Demonstracao. Recordando o corolario 2.1.26, para cada t € R, g; é uma
aplicacao de Poisson no seu dominio de definicdo. Além disso, uma vez que,
para cada t € R, o4 é um difeomorfismo, entao o, envia folhas da folheagao
de N definida por F' em folhas da mesma folheacdo. De facto, sendo um
difeomorfismo, em particular o; ¢ uma imersao injetiva. Como, por hipotese,
ot conserva N e B, conclui-se que oy também conserva F. Assim, dada uma,
variedade integral maximal (S,7) de F, (S, 0401) é, também, uma variedade
integral de F. Recorrendo agora a nota 2.1.31, conclui-se que 04(S) é uma
variedade integral de F' que, por sua vez, estd contida numa e uma s6 folha
da folheacao de N definida por F', concluindo-se asim que o; envia folhas em
folhas.

Estao entao verificadas todas as hipéteses da proposicao 2.3.1, que ga-
rante que o3 induz difeomorfismos de Poisson ¢; em N, com ¢t € R, através
de

01O =To0;04.

Vamos agora verificar que &; ¢ um fluxo em N. Dado p € N, tem-se
* a0(m(p)) = 7(oo(p)) = 7(p):
 G15(m(p)) = mo014s(p) = Toor00s(p) = Gromo0s(p) = Grods(m(p)),

de onde resulta o pretendido.

Considere-se agora o campo de vetores Y € X(N) gerador de ;. Entao
Xnu|y eY sao m-relacionados, uma vez que, dado p € N, se tem

)

(dm),(Xn(p) = (d), (d(adf’”

d(m o 0y(p))
dt

d(at o m(p))
dt

=Y ((p)).

t=0

t=0
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Falta verificar que Y = X}, onde h € C*®°(N) é a tnica funcio que
satisfaz
hom=H oi.

Como H é B-invariante, em particular é F-invariante, logo é constante em
cada folha da folheacdo de N definida por F. Assim, h, satisfazendo a
condi¢ao acima, existe, é Gnica e estd-bem-definida. Considere-se agora uma
fungdo g € C(N) qualquer e g% € C°°(M)p uma extensdo (B-invariante)
arbitraria de g o™ a M. Entao, dado p € N e recorrendo a definigao de
Poisson-redutibilidade, uma vez que H é uma extensao B-invariante de ho
a M, tem-se
gz (p) (Xn(m(p))) = {h, g} o (p)

= {H,4"} ()
= (dg"), (Xu(p)
= dgx(p) © dmp(XH(p))-
Como g era arbitraria, conclui-se que
Xn(m(p)) = dmp(X(p)) = Y(n(p)), VpeN,

ficando assim finalizada a prova. O

2.4 Algumas consideracoes

Os autores parecem afirmar, em [12], que a redugao simplética estudada
na secgao 1.3 é um caso particular do Teorema da Redugao de Marsden & Ra-
tiu, considerando para isso fungoes G-invariantes. No entanto, como veremos
abaixo, as nog¢des de G-invaridncia e de B-invariincia nao sdo equivalentes,
o que levanta davidas sobre o argumento referido em [12].

Como estamos a assumir que a agdo ¥ é simplética (ou candnica, como
referido em [12]), dadas fungoes f,h € C°°(M), tem-se, pelo lema 1.2.35,
que

{fihyoWy={foWyhoW,}, VgeG,
de onde resulta a implicacao
f,h G-invariantes = {f, h} G-invariante.

Considere-se agora uma fungao G-invariante f € C°°(M) e B como definido
no capitulo 1 para o caso simplético, isto &,

B, =T,0,, YpeN.

Dado p € N, como os elementos de 7,0, sao da forma U (€)(p), com £ € G,
tem-se, para todo £ € G, que

d (f © \Ilexp(—tf) (p))

4 (PO @) = o A(f(p))

dt

‘tO
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de onde se conclui que
f G-invariante = f B-invariante.

Por outro lado, considere-se uma fungao f € C*°(M)p. Entao, dado p € N,
sabemos que

ah, (¥©m) =0, veed,

ou seja,

d (f © \Ijexp(fté) (p))
dt

—0, Veeog.

t=0

Contudo, tal nao implica, necessariamente, que f seja G-invariante, ja que
a igualdade acima apenas é valida em pontos p de IV, nao de M.

Vejamos o seguinte exemplo: considere-se a variedade diferenciavel R?
com sistema de coordenadas cartesianas (globais) {z,y} e sejaw = dx Ady a
forma simplética candénica em R?. Considere-se agora o grupo de Lie (R, +),
cuja algebra de Lie é R. Como o grupo é abeliano, a acao co-adjunta é a
identidade em R*, e como tem dimensao 1, o paréntesis de Lie em R é nulo.
A aplicag@o exponencial em R é, também, a identidade. Considere-se a agao
Hamiltoniana

U (R,+) — (Simp(R?),0)
ar— Y,

dada por
\Ija(x7y) - (.T} +a,y+ a)7

com co-momento J : R — C°°(R?) dado por
J(E)(x,y) = &y —x)
e momento u : R? — R dado por
wz,y) =y —z.

Como du = —dx + dy, todos os valores de R sdo regulares. Assim, considere-
se a subvariedade mergulhada N = p~1(0), isto &,

N = {(z,y) €R? : y = z}.

Como o subgrupo de isotropia do valor regular 0 pela agao co-adjunta é R
e como claramente ¥ atua de forma livre e propria sobre N, estdo entdo
reunidas as condigoes para o Teorema da Redugdao de Marsden & Weinstein
ser aplicado. Considere-se agora a funcio f € C*°(R?) dada por

f(z,y) = z(x —y).

Entao,

65



e f nado é G-invariante, uma vez que, dado a € R\ {0}, se tem
foWa(l,0)=1+a#1= f(1,0);
e f é B-invariante, uma vez que
By =T,0, = {#(&)p) : € €R}, Wpe N,
de onde resulta, dado p = (z,z) € N qualquer, que

ity (8o p) = LU Yoo )

t=0

dt

:()7

t=0

ficando assim concluido o argumento.

Outra consideragao a ter em conta é a de que, embora tenhamos incluido
nos preliminares da prova do Teorema da Redugdo de Marsden & Ratiu os
lemas 2.2.3 e 2.2.5, tais resultados ficaram implicitos na prova feita pelos
autores em [12] sem nunca serem referenciados. De notar que o livro de
Ortega e Ratiu que estamos a usar como referéncia para tais resultados foi
publicado apenas em 2004, ao passo que o artigo da Reducao de Marsden &
Ratiu remonta a 1986.

No artigo [4] de Falceto e Zambon, que sera objeto de estudo no capitulo
seguinte, os autores apresentam uma demonstragao alternativa, embora com
pormenores omissos, do lema 2.2.3, todavia nada dizem relativamente ao
resultado do lema 2.2.5, apesar de o usarem com frequéncia. De notar que o
livro de Ortega e Ratiu (|15]) se encontra nas referéncias bibliograficas desse
mesmo artigo.

2.5 Caso particular: redugao simplética com sime-
trias

Tal como se 1é no artigo [12] de Marsden e Ratiu, uma das motivagoes
por tras da formulagdo do Teorema da Reducdo de Marsden & Ratiu para
variedades de Poisson foi a de generalizar o conceito de redugao simplética
com simetrias, apresentada em [13] por Marsden e Weinstein em 1974. No
exemplo B ([12], pag. 165), os autores afirmam que esse tipo de redugao &,
de facto, um caso particular da reducao de Poisson estabelecida no artigo.

As duas primeiras subsecgoes desta seccao serao dedicadas a provar tal
afirmacao, com todos os detalhes omissos em [12]. Para tal, serd necessario
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mostrar nao s6 que estamos nas condi¢oes necessarias ao uso do Teorema da
Redugao de Marsden & Ratiu (para garantirmos que a variedade é Poisson-
redutivel) como também que a estrutura simplética e de Poisson reduzidas
obtidas usando os dois teoremas estao relacionadas da forma habitual.

Na ultima subseccao faremos a verificacao das condi¢oes do Teorema da
Redugao da Dindmica de Marsden & Ratiu para finalizar a comparagao entre
os dois trabalhos.

2.5.1 Verificacao das condicoes do Teorema da Reducao de

Marsden & Ratiu

Comecemos por estabelecer o paralelismo entre as duas visoes. Nas hipo-
teses e notagao definidas na secgao 1.3, considerem-se as seguintes condigoes:

1. (M,w): variedade simplética conexa, com estrutura de Poisson { , }
determinada por w como na defini¢ao 1.1.6;

2. (G,.): grupo de Lie (conexo);
3. W: agao (a esquerda) Hamiltoniana de G em M;

4. N = p~Y(x) # 0: subvariedade mergulhada de M, com x valor regular
de p;

5. Gy = {g € G : Adxy4(x) = x}: subgrupo de isotropia de z pela agao
Adx, com agao (restrigdo de ¥ a G,) livre e propria sobre N. Assim,
N/G, tem estrutura de variedade diferenciavel para a qual 7 é uma
submersao sobrejetiva;

6. B C Ty M definido, ponto a ponto, por

B, =T,0, VpeN;

7. F=BNTN.

Vamos entao verificar que estamos nas condigdes do Teorema da Redugao
de Marsden & Ratiu.

e B é um subfibrado de T'M restrito a pontos de N:

Dado p € N, B, & o espaco tangente a orbita de p pela agao ¥ que,
pela proposicao 1.2.20, tem estrutura de variedade diferenciavel. As-
sim, para garantirmos que B é um subfibrado, basta ver que tem ca-
racteristica constante. Para tal, recorreremos ao seguinte resultado,
presente em qualquer livro de geometria simplética:
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Proposicao 2.5.1. Dado um espago vetorial simplético (V,w) e S CV
um subespaco vetorial de V', tem-se

dim(S) + dim(S“) = dim(V),
onde S¥ representa o complemento simplético de S.

Dado p € N, considere-se o espago vetorial simplético (T,M,wy) e
T, N, subespago vetorial de T, M. Pelo lema 1.3.2, sabemos que

(TpyN)“? = T,0,.
Aplicando a proposigao 2.5.1, tem-se
dim(7T,N) + dim(B,) = dim(T,M).

Como T'M e TN tém caracteristica constante por serem fibrados ve-
toriais, conclui-se que B também tera, ficando assim provado que B é
um subfibrado de T M.

F' é uma distribuicao integréavel regular em N:

Pelo lema 1.3.2, tem-se
F, =T,0,NT,N =T,0,, VpeN

e, atendendo a nota 1.3.1, tem-se

peN,ge G, = VYy(p) € N.
Mais ainda, se p € N e ¥4(p) € N, tem-se também

z = p(Wy(p)) = Adxg(u(p)) = Adxg(x),
de onde resulta, qualquer que seja p € N, que
g€ Gy <= Yy(p) €N,

ou seja, as Orbitas de pontos de NN pelo subgrupo de Lie G, sao da
forma

0z =NNO,.

Como M, = N/G, tem estrutura de variedade diferenciavel para a
qual a projecao candnica

Tm: N — M,

é uma submersao, as orbitas Oy serao subvariedades mergulhadas de
N, todas da mesma dimensao, uma vez que se trata de imagens inversas
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de valores regulares. Considerando o grupo de Lie G, e a agdo restrita a
Gy, o conjunto das componentes conexas das oérbitas Oy, com p € N,
forma uma folheacdo de N, definida pela distribuicao integravel F,
como se pode confirmar em [9] (apéndice 5, pag. 423, nota 3.12). Como
as componentes conexas sao abertos de Op, tém a mesma dimensao de
Oy, logo a distribuicao F & regular e tem-se M, = N/F = N.

e N = N/F admite uma estrutura de variedade diferenciavel para a qual
a projecao canodnica é uma submersao:

Como, pelo ponto anterior, se tem M, = N/F = N, a existéncia de
uma tal estrutura fica garantida pela condi¢do da agdo W restrita a G,
atuar de forma livre e propria sobre N. De notar que, ao contrario
do que acontece no Teorema da Redugdo de Marsden & Ratiu, nada
estamos a assumir em relacao a folheacao induzida por F' no que toca a
regularidade. Tal facto nao contradiz o objetivo a que nos propusemos
nesta secgdo uma vez que a condi¢do imposta em [12]| relativamente
a folheagdo apenas tem o propoésito de garantir que N/F admite tal
estrutura.

e #BYC TN + B:
Dado p € N, tem-se
B, =T,0, = {‘I’(‘5>(p) S g}
Bg ={ap €Ty M : (o, u) = 0,Yu € By}

Assim, tendo em conta que w” e P# sio isomorfismos inversos, dada
ap € Bg arbitraria, tem-se

(ap WOP)) =0, €G <= w, (V(E)(p), #ap) =0.¥€ €G
= #aoy € (T,0,)? =T,N,

de onde se conclui que

#B) = T,N.
Como p € N é arbitrario, conclui-se que
#BY =TN C TN + B,

e assim a condi¢ao (2.3) do Teorema da Redugao de Marsden & Ratiu
é verificada.

Por outro lado, dado p € N, considere-se ¥(£)(p) € B,. Como

(TpN)wP - Tpopa
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tem-se

Wy (u \i/(,g)(p)) —0,VueT)N > \i/(g)) (u) = 0,Yu € T,N

A
(i

de onde se conclui que

#(TPN )0 = By.
Como p € N é arbitrario, conclui-se também que
#TN° = B,
facto que sera necessario na prova do ponto seguinte.

B é canénico:

Vamos dividir o argumento em pequenos lemas, para uma melhor or-
ganizacao da prova.

Lema 2.5.2. Seja (M,{, }) uma variedade de Poisson, N C M uma
subvariedade de M e B C Ty M um subfibrado tal que

#BY =TN,

onde # representa o morfismo de Poisson associado a { , }. Entao,
f € C>®(M) é B-invariante se e sé se, para todo p € N, se tem
X¢(p) € T,N.

Demonstracao.

f & B-invariante <= df, € Bg, Vpe N
> #df, = Xs(p) € #By =T,N, Vp€e N.

O
O proximo lema, bem como a sua demonstragao, pode ser encontrado

em [15] (pag. 5, lema 1.1.9) e vem trazer-nos uma caracterizacao es-
pecifica, e 1til, do anulador de T,,N.

Lema 2.5.3. Seja M wma variedade diferencidvel e N C M uma
subvariedade mergulhada de M. Entao, para todo p € N,

(T,N)" = {dhy : h € C**(M) com h|, =0}.
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Lema 2.5.4. Seja (M,{, }) uma variedade de Poisson, N C M uma
subvariedade de M e B C T M um subfibrado tal que

#TN° = B,

onde # representa o morfismo de Poisson associado a { , }. Entao,
f € C°(M) é B-invariante se e sé se, para todo h € C*(M) com
hly =0, se tem {f,h}|y =0.

Demonstracao. Dado p € N, o lema 2.5.3 garante que
(T,N)° = {dhy, : h € C**(M) com h|, = 0}.
Assim,
By = #(TPN)O = {#dhp = Xn(p) : dhy € (TpN)O} :
Seja f € C*°(M). Entao,

f & B-invariante <= df,(Xn(p)) =0, Vpe N,VXy(p) € B,
= {h,f}|N =0, VheC®(M) com h‘N =0,

de onde resulta a equivaléncia pretendida. ]

Por fim, temos que:
Lema 2.5.5. B, como definido no ponto 6 das condi¢coes apresentadas

no inicio desta subseccao, € candnico.

Demonstragao. Sejam f, g € C°°(M)p. Entao, a identidade de Jacobi
da estrutura de Poisson em M garante que

{fa{gvh}}+{g7{hvf}}+{h?{f7g}}:07 VhGCOO(M)

Em particular, considere-se h € C°°(M), arbitraria, satisfazendo

hly =0.

Pelo lema 2.5.4, sabemos que

{g7h}‘N:{h7f}‘N:07

de onde resulta que, para todo p € N, as diferenciais de {g,h} e {h, f}
se anulam em 7,N. Assim, como o lema 2.5.2 garante que X(p) e
X4(p) estao em T,N para todo p € N, tem-se

d({g, h})p(Xf(P)) = d({}% f})p(Xg(p)) =0, VpeN.
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Assim, usando a identidade de Jacobi, concluimos que, qualquer que
sejap € N,

{£:{g,n3}(0) + {9, {h, F1}(0) + {h. {f, 9} }(p) = O
> d({g,h})p(X;(p)) + d({h, [})p(Xg(p)) + {h; {f, 9}}(p) = 0
— {h,{f,9}}(p) = 0.

Conclui-se assim que
{{f.g},h}|y =0, Vhe C®(M) com h|, =0,

de onde resulta, usando o lema 2.5.4, a B-invariancia de {f, g}. O]

Ficam assim verificadas todas as condi¢es que permitem usar o Teorema
da Redugao de Marsden & Ratiu para garantir que o quarteto (M, w, N, B)
é Poisson-redutivel.

2.5.2 Comparacao das estruturas reduzidas

Vamos agora ver que a estrutura de Poisson em M, = N obtida da
estrutura simplética reduzida (dada pelo Teorema da Redugao de Marsden
& Weinstein) coincide com a do Teorema da Redugao de Marsden & Ratiu,
isto é, que

{f, 9w = (X5, Xy)
para todas as fungoes f,g € C®(N).
Considere-se a proje¢do canodnica
7:N — N,
que sabemos ser uma submersdo sobrejetiva. Considerem-se f,g € C*°(N)

e fB,gB € C°(M)p extensbes (B-invariantes) a M de fom e gom, respe-
tivamente.

Lema 2.5.6. Nas condi¢oes 1 a 6 apresentadas no inicio da subsec¢do 2.5.1,
sejap € N e[p] = 7(p) € N. Entao, para todo h € C*(N) e h? € C*(M)p
extensao (B-invariante) a M de h o, tem-se

Xn([p]) = dmp( X5 (p)),
onde X5 ¢ o campo Hamiltoniano de h® em M associado a estrutura sim-
plética w e X, € o campo Hamiltoniano de h em N associado & estrutura

simplética w®.

72



Demonstragao. Dado p € N, seja [u] = dmy(u) € T[p]W, onde u € T,N.
Uma vez que m é uma submersao, todos os elementos de T[p}N sao desta
forma. Como o lema 2.5.2 nos garante que X;,5(p) € T,N, dmp(X,5(p)) esta
bem-definido. Tendo em conta que

Xn([p]) = dmp(Xp5(p)) = wiy([ul, dmp( X5 (p))) = dhyy([u]), Vu € TN,

podemos provar o lado direito da equivaléncia para obter o pretendido. Dado
u € T,N, recorrendo a redugao simplética dada pelo Teorema da Reducao
de Marsden & Weinstein e ao facto de Xj,5(p) pertencer a T,N, tem-se

([, dp (X (9)) = iy (dmy (), dp(X ()
= (7"w")p(u, Xp5(p))
= (I"w)p(u, Xp5(p))
= wp(u, Xp5(p))
= d(h")p(u)
=i*d(h?),(u
= d(i*hP),(u
= d(ho)p(
— dhy (dmy(

)
)
u)
u)

) = dhp)([u]),
pelo que se conclui assim a prova. O

Apenas falta ver agora que, de facto, as estruturas reduzidas obtidas em
ambos os teoremas estdo relacionadas da forma usual. Seja p € N. Entéao,
recorrendo ao lema 2.5.6, tem-se

{f,9¥x(lp)) = {17, 4"} (p)
:Wp(XfB( ), Xy45(p))
= wiyy (dmp(X 5 (p)), dmp(X g5 ()))
= wip (X5 ([p), X ([P]));

ficando assim provado o pretendido.

2.5.3 Verificacao das condigoes do Teorema da Redugao da
Dinadmica de Marsden & Ratiu

Nesta subsecgao vamos verificar que as condig¢oes do Teorema da Redugao
da Dinadmica de Marsden & Weinstein garantem as condigbes do Teorema
da Reducao da Dinamica de Marsden & Ratiu, concluindo-se assim que se
trata, mais uma vez, de um caso particular do mesmo, como aconteceu nas
subsecgoes anteriores relativamente ao Teorema da Redugao.
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Nas condigoes 1 a 7 apresentadas no inicio da subsecgao 2.5.1, considere-
se uma fungao G-invariante H € C*°(M) e seja o, o fluxo do campo Hamil-
toniano Xy € X(M).

e H ¢ B-invariante:

Uma vez que H é uma funcao G-invariante, ficou provado na secgao
2.4 que tal implica a B-invaridncia de H.

e 0, ¢ uma aplicagao de Poisson:

Como Xp é, em particular, um campo simplético, a proposi¢ao 1.1.5
garante que o; é um simplectomorfismo de M. Assim, recorrendo ao
lema 1.2.35 conclui-se o pretendido.

e 0(N)C N:
E garantido pelo lema 1.5.1.
e (do)(B) C B:
Dados p € N e u € B, sabemos que existe { € G tal que

d (Veup(—1) (P))

u=H(E)(p) = =2

t=0

Assim, como o lema 1.5.1 garante que o; comuta com V¥, tem-se

d (Us o \Ilexp(—tf) (p))

(do)p(u) = o
t=0

_ d (\I’exp(—t.ﬁ) (Us (p)))
dt —o

= V(&) (os(p)) € Bs, )

de onde resulta o pretendido.

Como todas as condigbes necessarias ao uso do Teorema da Redugao da
Dinamica de Marsden & Ratiu foram verificadas, fica assim provado que o
Teorema da Reduc¢ao da Dindmica de Marsden & Weinstein é, de facto, um
caso particular deste.

O Hamiltoniano reduzido, bem como o fluxo do campo que lhe esta as-
sociado, sao obtidos a partir do Hamiltoniano e do fluxo em M da mesma
forma em ambos os teoremas, pelo que nao ha nada a provar em relagao a
essa comparagao.
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Capitulo 3

Uma extensao do Teorema da
Reducao de Marsden & Ratiu

Neste capitulo vamos estudar o teorema da reducao de variedades de
Poisson formulado por Falceto e Zambon em [4], que nada mais é do que uma
extensao do Teorema da Reducdo de Marsden & Ratiu visto anteriormente
e que denominaremos por Extensdo do Teorema da Reducdo de Marsden &
Ratiu por Falceto & Zambon ou, simplesmente, por Teorema da Redugao
de Falceto & Zambon. Na notagdo do capitulo 2, a premissa dos autores é
a de que a condigdo da canonicidade do subfibrado B é demasiado forte e
que pode ser relaxada, permitindo que a reducao de variedades de Poisson
usando distribuigoes possa ser aplicada a um maior leque de situagoes.

Além do Teorema da Reducao de Falceto & Zambon referido acima, ire-
mos estudar, no final deste capitulo, alguns exemplos de variedades Poisson-
redutiveis com subfibrado B n&o candénico mas, para ji, comecemos por
revisitar o Teorema da Redugéo de Marsden & Ratiu sob um novo ponto de
vista.

3.1 Teorema da Reducao de Marsden & Ratiu re-
visitado

Comecemos por estipular as condigoes em que nos devemos encontrar
para revisitar o Teorema da Redugdo de Marsden & Ratiu:

1. (M, {, }): variedade de Poisson;

2. N C M: subvariedade mergulhada de M, com mergulho dado pela
inclusao
t: N — M;

3. B C TyM: subfibrado de T'M restrito a N;
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4. F = BNTN: distribui¢ao integréavel regular em N;
5. N = N/F: variedade diferenciavel para a qual a proje¢ao canénica
7:N —N
é uma submersao.

De notar que Falceto e Zambon assumem a tltima condigdao nao impondo,
contudo, nenhuma condicao relativamente a folheacdo de N induzida por F,
como se pode ler em [4] (secgao 2, pag. 204).

Recordando agora a definigao 2.2.1, dado um subfibrado B C Ty M,
definiu-se o conjunto das fun¢ées B-invariantes em M por

C*M)p={f e C®(M):dfy(u) =0,Vp € N,Vu € Bp}.

De forma analoga, dado F' = BNT' N, podemos definir o conjunto das fungoes
F-invariantes em M e N, respetivamente, por

CO(M)p ={f e C®M) :dfp(u) =0,Vp € N,Vu € F,}

C¥(N)p ={f € C®(N) : dfp(u) = 0,Yp € N,Vu € F,}.
Considerando o isomorfismo

C>®(N) — C%(N)p
f— form

conclui-se que

C=(N) = C®(N)p.

De seguida apresentamos um lema, provado em [4] (pag. 204, lema 2.1),
que vem reformular o lema 2.2.3.

Lema 3.1.1. Nas condi¢oes 1 a 5 acima descritas, existe sempre um subcon-
gunto aberto M' C M que contém N e € tal que qualquer funcao F-invariante
em N pode ser estendida a uma funcao B-invariante em M’.

Nota 3.1.2. O subconjunto M' C M do lema anterior €, na realidade, uma
vizinhanga tubular de N. Como o paréntesis de Poisson € uma operagdo lo-
cal, a escolha de tal vizinhanca nao tem uma relevincia concreta. Por isso,
numa tentativa de simplificar notacdo, assumiremos que M tem a proprie-
dade acima descrita, ou seja, M' = M.

Lembremos agora que, pelo Teorema da Redugdo de Marsden & Ratiu,
se B for canonico, (M,{, }, N, B) é Poisson-redutivel se e s6 se

#B° C TN + B. (3.1)
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O lema seguinte é uma adaptacao de um lema formulado e provado por Fal-
ceto e Zambon em [4] (pag. 206, lema 2.2), onde os autores estabelecem uma
relagdo entre a canonicidade de B e a condigao (3.1). Devido a uma aparente
pequena incongruéncia nos argumentos utilizados na prova presente em [4],
sentimos necessidade de fazer uma ligeira reformulagao, quer do enunciado,
quer da sua demonstragao.

Lema 3.1.3. Seja B C TnyM um subfibrado candnico. Se B # 0, entdo
#BY CTN.

Demonstracao. Seja B C Ty M um subfibrado canénico nao nulo e supo-
nhamos que # B° ¢ TN. Entao, existe algum p € N para o qual

#By) ¢ T,N.
Mas #Bg ¢ T,N equivale a dizer que existe a,, € BS tal que
#ay, ¢ T,N.
Seja oy, € Bg nessas condigoes e considere-se h € C°(M)p tal que
ap = dhy,

cuja existéncia é garantida pelo lema 2.2.5. Recordando o lema A.0.16, uma
vez que
Ker ((T,N)") = T,N,

existe S, € (T,N)? tal que
(Bp, #ap) # 0.
Recorrendo agora ao lema 2.5.3,
Bp = dgp
para alguma funcao g € C°°(M) com g|5 = 0. Entao, tem-se
{h.g}(p) = (dgp, #dhp) = (Bp, #ap) # 0.

Note-se agora que g2 é B-invariante, pois

d(g*)4(u) = 29(q)dgy(u) =0, Vq € N,Yu € By,
uma vez que g|y = 0. Entao, como B é canoénico, tem-se

{h,gQ} e C™®(M)p.

Pela regra de Leibniz, obtém-se

{hagQ} = g{hag} + {h,g}g,
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de onde resulta, dados ¢ € N e u € B, quaisquer, que
0=d({h.g"}), (®)
= d(g{h, g} +{h, g}9), (u)

=2 ({h, g}(q)dgq(u) + g(q)d({h, g})q(u))
= 2{h, g}(q)dg,(u).

Em particular, como {h,g}(p) # 0, estamos perante um de dois cenarios
possiveis!:

e ou #dh, € B, e, nesse caso, obtém-se uma contradi¢ao (concluindo a
prova), uma vez que, tomando ¢ = p e u = #dh,, se tem

{h, 9} () (dgp. #dhy) = ({h, g}(p))* # O;
e ou #dhy, ¢ B, e, nesse caso, conclui-se que
dgp(u) =0, Yu € B,. (3.2)

Assumindo que #dh, ¢ B, considere-se agora uma fungao ¢’ € C°(M)
arbitraria com ¢'|, = 0. Como

d(gq')q(u) = ¢'(q)dgq(u) + g(q)dg;(u) =0, Vge N,Vue By,

conclui-se que gg’ também ¢ B-invariante. Como B é canonico, recorrendo
novamente a regra de Leibniz e ao facto de que g|y = ¢'|y = 0, tem-se, para
todo g € N e u € By, que

0=d({hgg'}), )
=d (g{h> gl} + {hv g}g,)q (u)
= {h,g'}q)dgq(u) + {h, g}(q)dgq(u).

Em particular, atendendo a condigao (3.2) e uma vez que {h,g}(p) # 0,
conclui-se que
dg,(u) =0, Yu € B,.

Como ¢ € C®°(M) com ¢'|, = 0 é arbitraria, recorrendo novamente aos
lemas 2.5.3 e A.0.16 conclui-se que

B, CT,N.
Agora, como FF = BNTN, em particular tem-se

F, = B,NT,N = B,

' A constatacdo da existéncia destes dois cenérios esta omissa na prova presente em [4]
mas é, de facto, necessaria para o argumento.
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Assim, e uma vez que B é um subfibrado e F' C B é uma distribuicao regular,
dado g € N qualquer, tem-se

dim(F,) = dim(F)) = dim(B,) = dim(By).
Além disso, como F, C By, qualquer que seja g € IV, conclui-se que
B=FCTN.

Tal implica que g é, na realidade, uma funcao B-invariante, uma vez que
gly=0e BCTN.

Considere-se agora f € C°°(M) arbitraria. Do facto de g ser uma funcao
B-invariante e g|, = 0 resulta que gf é, também, uma fun¢ao B-invariante,
uma vez que, dados ¢ € N e u € B; C T; N quaisquer, se tem

d(gf), () = f(a)dgq(u) + g(q)dfq(u) = 0.
Assim, como B é canénico e g|y = 0, tem-se, para todo ¢ € N e u € By, que

{h,9f}), (u)

0=d(
d(g{h, f} +{h, g} f), (u)
9(

{

Q)d ({h, 1) () + {h, fH@)dge(u) + {h, g}(q)dfq(u) + f(a)d ({h, g}), (u)
h, 93 (q)dfq(w).

Em particular, como {h, g}(p) # 0, tem-se que

dfp(u) =0, VYue€ By,
isto é,
df, € B).
Como f € C*°(M) é arbitraria e
T, M = {dfy: f € C*(M)},

tem-se
0 _
Bp = T; M,

o que implica, recorrendo ao lema A.0.16, que
By = Ker (BY)) = Ker (T M) = 0.

Como B é um subfibrado, tem dimensao constante em todos os pontos de
N, logo
B =0,

ficando assim concluida a prova. ]
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O teorema que se segue encontra-se em [4] (pag. 206, teorema 2.2) e vem
dar-nos uma nova perspectiva do resultado formulado por Marsden e Ratiu
em [12].

Teorema 3.1.4. Nas condicoes 1 a 5 acima descritas e assumindo B cand-
nico,

e se B#0, entao (M,{, },N, B) é Poisson-redutivel;

e se B =0, (M,{,},N,B) é Poisson-redutivel se e sé se N é uma
subvariedade de Poisson.

Demonstra¢io. Se B # 0, o lema 3.1.3 garante que #B° C TN, logo a
condicao
#BC TN + B

do Teorema da Reducao de Marsden & Ratiu é verificada, de onde se conclui
que (M,{, }, N, B) é Poisson-redutivel.

Suponha-se agora que B = 0. Pelo lema 2.1.28, N é uma subvariedade
de Poisson se e 86 se #(T,M) C TN, para todo p € N. Como B = 0,
tem-se

0 _
BY=T:M, VpeN,

logo
#(Ty M) =#B), VpeN.

Assim se conclui que N é uma subvariedade de Poisson se e s6 se
#BC TN =TN + B

de onde, recorrendo novamente ao Teorema da Reducgao de Marsden & Ratiu,
se obtém o pretendido. O

De notar que o segundo ponto do teorema anterior é bastante intuitivo
uma vez que, caso B seja o subfibrado nulo de Ty M, se tem

N =N/(BNTN) = N,

caso em que a estrutura de Poisson em N coincide com a de N.

A proposicdo que se segue garante que, quando existe, a estrutura de
Poisson em N nao depende da escolha do subfibrado B mas sim da distri-
buigao integravel F. Tal proposi¢ao pode ser encontrada em [4] (pag. 207,
proposicao 2.1) e vem confirmar a ideia de que a escolha do subfibrado B nao
tem um papel tao relevante para o resultado como inicialmente aparentava.
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Proposigao 3.1.5. Nas condi¢oes 1 a 5 acima descritas, se By, Bo C TnM
sao dois subfibrados candnicos nao nulos tais que

BiNTN =ByNTN,
entao as estruturas de Poisson induzidas em
N=N/(BINTN)= N/(BaNTN)
por By e By coincidem.

Demonstragdo. Considerem-se fungdes f,g € C®(N)e fB1, gP1 € C°(M)p,
e fB2,gP2 € C°(M)p, extensdes a M de, respetivamente, fom e go, isto
¢,
fBl}N :fB2‘N:f°7T
B B
9y =9y =gom,
cuja existéncia é garantida pelo lema 2.2.3. Lembrando a igualdade

m™{f,gtx = {fP,¢%}, com j e {1,2},

com f,g € C®(N) e f5,¢P € C°(M)p, extensdes (Bj-invariantes) a M
de, respetivamente, f o ™ e g o w, para mostrarmos que as estruturas de
Poisson induzidas por By e By coincidem, basta ver que

i*{fBl,gBl} — i*{fBQ,gBQ}-
Ora,
i*{fBl7gBl} - i*{fB27gB2} =
= i*{fBlagBl} - i*{fBQ>gBl} + i*{fBQ>gBl} - i*{fBQ>gBQ}
= {f0 = [P g {2 g - g

Mas como fP1| = f52| ., tem-se
(fP - fB2)‘N =0,
de onde resulta que
d(fP = fP)p(w) =0, Vpe N,Vu e TN,

isto é,
d(fPr — %), € (T,N)°, VpeN.
Por um lado, como By # 0 e By # 0, o lema 3.1.3 garante que

#(B;)Y C TN, com i€ {1,2},
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por outro lado, como 51 € C®(M)p, e fB2 € C®(M)p,, tem-se
dfPi € BY, com i e {1,2},
de onde se conclui, para todo p € N, que
#(dfP), € #(B;)) C T,N, com i € {1,2}.
Analogamente se retira a mesma conclusao para as fungoes gB1 e gBQ.
Agora, seja p € N qualquer. Entao, como

d(fPr — fP2), € T,N°

#(dgP"), € T,N,

tem-se que

P = PP ) = {7 = P2 9% )
= —(d(fP — £52),, #(dg®"),) = 0.

De forma analoga se conclui que

{72, 9" = g"}(p) = 0,
ficando assim concluida a prova. O

No caso em que B; = 0, nao contemplado na proposicao anterior, uma vez
que Bj é claramente canoénico, o teorema 3.1.4 garante a existéncia de uma
estrutura de Poisson em N = N/(B;{NTN) se e s6 se N é uma subvariedade
de Poisson.

Suponhamos entao que N é uma subvariedade de Poisson e considere-se
um subfibrado canénico nao nulo By C TyM. Se Bo NTN = 0, resulta dos
argumentos usados na demonstracao da proposicao anterior que as estuturas
de Poisson em N = N/(B; NTN) = N/(Bs N'TN) induzidas por B; e By
coincidem, uma vez que

#(B;)° C TN, com i€ {1,2}.

Tal conclusao pode ser encontrada em [4] (pag. 207, nota 2.4).

3.2 Extensao do Teorema da Reducao de Marsden
& Ratiu por Falceto & Zambon

Nesta seccao vamos estudar uma extensao do Teorema da Redugao de
Marsden & Ratiu formulada por Falceto e Zambon, onde a condicao da ca-
nonicidade de B é relaxada, permitindo assim um maior leque de variedades
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Poisson-redutiveis. Para tal, serd necessario juntar um novo subfibrado as
condigdes iniciais, bem como um subespago especial de C*°(M)p.

Recordando a prova do Teorema da Reducao de Marsden & Ratiu, verifica-
se que, assumindo a condigao

#B° C TN + B,
existe um operador bilinear e antissimétrico
{,}x:C®(N)x C®(N) — C*°(N)

definido por
ﬂ-*{fag}ﬁ:i*{vagB}v (33)

com f,g € C®(N) quaisquer e fZ, g8 € C°°(M)p extensoes arbitrarias (B-
invariantes) a M de, respetivamente, f o7 e g o w, que satisfaz a regra de
Leibniz em ambos os argumentos.

A verificagao de que tal operador satisfaz também a identidade de Jacobi
(para se concluir que define um paréntesis de Poisson em N) é um dos poucos
pontos da prova onde a canonicidade de B é realmente utilizada. Muito
embora a questao da identidade de Jacobi fique resolvida de uma forma
muito direta e pratica, na verdade tal condicao parece demasiado forte para
o objetivo em questao.

Nota 3.2.1. Embora na definicio de Poisson-redutibilidade dada em 2.2.7
a canonicidade de B seja também assumida, na realidade esta aparenta ser,
mais uma vez, uma condicdo demasiado forte para o propdsito em questdo.
De notar que, atendendo a igualdade (3.3), {f,g}w pertence a C*(N) se e
s0 se {fB,gP} for constante em cada folha da folheacio de N definida por
F. Assim, iremos substituir a condicao da canonicidade de B por

{C=(M)p, C=(M)p} € C=(M)F.

A partir de agora, e até ao final deste trabalho, quando nos referirmos a
definicao de Poisson-redutibilidade, estaremos a assumir esta altera¢do nas
hipdteses iniciais, muito embora Falceto e Zambon nao tenham imposto ne-
nhuma delas na defini¢io que enunciaram em [4] (pdg. 205, defini¢ao 2.2).

Considere-se agora a inclusao
i: N — M.

Recordando o lema 3.1.1 e a nota 3.1.2 podemos assumir, sem perda de
generalidade, que a aplicagao

1 O%(M) g — CF(N)p
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é sobrejetiva, onde i* representa a restricao a C°°(M)p do pullback pela
inclusdo, ou seja, é a aplicagao que, para cada f € C*°(N)r e cada extensao
(B-invariante) f? € C®°(M)p a M de f, é dada através de

(P =1

Assim, nestas condigdes, tem-se o teorema seguinte, presente em [4] (pag.
209, teorema 3.1):

Teorema 3.2.2 (Extensdao do Teorema da Redugao de Marsden & Ratiu
por Falceto & Zambon). Seja (M,{, }) uma variedade de Poisson, N C M
uma subvariedade mergulhada de M e B C TyM um subfibrado tal que
F =BNTN € uma distribuicao integravel reqular em N. Considere-se um
subfibrado D C Ty M tal que F C D C B e

#B°C D+ TN. (3.4)

Seja B C C*°(M)p uma subdlgebra multiplicativa para a qual a restri¢io a
B de *, que denotaremos por

i B— C®°(N)p,
€ uma aplicagdo sobrejetiva. Se, além disso,

{B,B} € C*(M)p, (3.5)
entao (M,{, }, N, B) é Poisson-redutivel.

Demonstrag¢do. Considere-se um subfibrado D C Ty M e uma subalgebra
multiplicativa B de C*°(M) g nas condic¢oes do enunciado do teorema. Sejam
f,g € C®(N) quaisquer e fB, g® € B extensdes (B-invariantes) a M de for
e g o, respetivamente. Queremos provar que { , }5 dado por

W*{fa g}ﬁ =1 {vagB}
define um paréntesis de Poisson em N.

Comecemos por ver que este paréntesis ndo depende da escolha das ex-
tensoes. Seja f'P € B uma outra extensao de f ow. Entdo, tem-se

d(f? - f'") € (B+TN)",
uma vez que fP e f'P sdo funcdes B-invariantes e coincidem em N, logo
(f7 =)y =0
Agora, por um lado, como D C B, tem-se

D+TNCB+TN = (B+TN)"C (D+TN)°
= #(B+TN)’ C#(D+TN)’,
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por outro lado, pela condicao (3.4) do enunciado e recorrendo ao lema 2.1.20,
tem-se

#(D +TN)° C B,

de onde resulta que
#(B+TN)° C B.

Assim, dado p € N qualquer, tem-se
{7 = 1767} () = ((dg®), . #d (F7 = 17),) = 0,
uma vez que ¢gP é B-invariante e
#d (fP - f’B)p €B,, VpcN.

Desta forma se conclui que o valor de 7*{ f, g} nao depende da escolha da
extensao no primeiro argumento, estendendo-se tal propriedade ao segundo
argumento por antissimetria do paréntesis de Poisson em M.

Vejamos agora que a fungao {f, g} estd, de facto, em C*°(N). Recor-
dando a condicdo (3.5), como F' C D, tem-se

{fP.g"} e C™(M)p C C(M)p,
de onde resulta que
™ {f,9}x =" {7, 4"} € C®(N)r = C*(N),
uma vez que ' CTN.

Para terminar, falta provar que o paréntesis { , }7 dado como acima
define um paréntesis de Poisson em N, ou seja, que é antissimétrico, R-
linear no 1° argumento e que satisfaz a regra de Leibniz e a identidade de
Jacobi no 12 argumento.

e Antissimetria:

Resulta da mesma propriedade em { , }.

e R-linearidade no 1° argumento:

Sejam f,g,h € C®(N) quaisquer e fB ¢gB hP € B extensoes (B-
invariantes) a M de fow, gow e hom, respetivamente. Dados a,b € R,

tem-se
m{af +bg, h}x = i* {af® + bg® nP}

= ai* {fBa hB} + bi* {gB’hB}
= aﬂ'*{f, h}ﬁ"ﬁ‘ bﬂ'*{gah}ﬁ
=" (CL{f, h}ﬁ + b{gv h}ﬁ) ’

uma vez que af? 4 bg? pertence a B (por B ser um subespaco vetorial
de C*°(M)p) e é uma extensao a M de (af + bg) o 7.
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e Regra de Leibniz no 1° argumento:

A regra de Leibniz resulta da mesma propriedade em { , } e do facto de
B ser uma subalgebra multiplicativa. De facto, dados f, g,h € C*°(N)
quaisquer e fB, g8 hB € B extensoes (B-invariantes) a M de f o,
gom e hom, respetivamente, tem-se

™{fg.h}w =1 {fP¢" n"}
_ (fB {gB’hB}) e ({fB’hB}gB)
= (fom) (" {g,h}x) + (7" {f, h}x) (go )
=" (f{g, b}y + {f: hix9)

ja que fBgP pertence a B e é uma extensdo (B-invariante) a M de

(fg)om.

e Identidade de Jacobi no 12 argumento:

Seja ({f,g}w)? € B uma extensdo (B-invariante) a M de {f, g}z o -
Entao, por definicdo, tem-se

({r.03%)" |, = 117,97} |y

de onde resulta que
a({f%.9°} = ({f.9h0)") € (D+TNY,

uma vez que tanto { fEB, gB} como ({ 1 g}ﬁ) B sio fungoes D-invariantes
(pois D C B) e a sua diferenga restrita a N é a fungao nula.

Considerem-se agora h € C*(N), h? € B extensdo (B-invariante) de
homa M e p € N quaisquer. Entao,

i* {{fB,gB} - ({f,g}ﬁ)thB} (p) =
- <(th)p,#d ({797} - ({f,g}N)B)p> =0,

uma vez que

(3.6)

#d ({fB,gB} - ({f,g}ﬁ)B> € #(D+TN)° C B.

Assim, recorrendo a condigao (3.6) para justificar a segunda igualdade
abaixo, tem-se

w {f. ok by = {({fakw)” 0% ) = ({7707} 07

de onde se conclui que a identidade de Jacobi em { , }5 resulta da
mesma propriedade em { , }. O
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No caso particular em que D = F e B = C*°(M) g, o teorema 3.2.2 dé-nos
uma pequena melhoria relativamente ao Teorema da Reducgao de Marsden
& Ratiu, onde a condi¢ao da canonicidade de B é enfraquecida:

Corolario 3.2.3. Seja (M,{ , }) wma variedade de Poisson, N C M uma
subvariedade mergulhada de M e B C TnM um subfibrado com F' = BNTN
uma distribuicdo integrdvel regular em N. Se

{C=(M)p, C*(M)p} € CF(M)F (3.7)

#B° C TN,

entao (M,{, }, N, B) € Poisson-redutivel.

Na préatica, a condigao (3.7) nem sempre é facil de verificar. Como tal,
apresentamos um lema que nos da uma condi¢ao equivalente mais acessivel
para usar em exemplos. Contudo, antes de avangarmos para esse resultado,
vamos necessitar de uma propriedade da derivada de Lie, dada pelo lema
seguinte, que pode ser encontrado em [1]| (pag. 87 e 88, teorema 2.2.17 e
DO(4)), também referido por Falceto e Zambon em [4] (pag. 211, equagao
(4.5)) com uma notagao mais proxima a usada neste trabalho.

Lema 3.2.4. Seja (M,{ ,}) uma variedade de Poisson e P o tensor de
Poisson correspondente. Dado X € X (M) e f,g € C°(M) quaisquer, tem-
se

(LxP)(df,dg) = X({f,9}) —{X (), 9} = {f, X (9)},

onde Lx P representa a derivada de Lie (na diregio de X ) do 2-tensor P,
como definido em A.0.10.

O enunciado do lema seguinte pode ser encontrado em [4] (pag. 210, nota
4.1), bem como dois dos ingredientes principais que o justificam.

Lema 3.2.5. Nas condicdes do coroldrio 3.2.3 e supondo #B° C TN,
{C™(M)p,C*(M)p} € C™(M)p

se e s se, localmente, existe uma colecao de secgies diferencidveis de F, com
extensoes a campos de vetores X; € X (M), tais que

(Lx,P)|y S BATNM, comi€{l,..,n}, (3.8)

onden € a caracteristica da distribuicao F e P representa o tensor de Poisson
associado a { , }.
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Demonstra¢ao. Dado p € N, sejam X € X (M) um campo de vetores em
M e U C N uma vizinhanca aberta de p em N tais que X|;; é uma seccao
diferenciavel de F', isto é,

X(q) e Fy, VqeU.
Considere-se f € C*(M)p. Entao, como F' C B, tem-se
X(f)q) = dfs(X(q)) =0, VgeU,
de onde resulta que
d(X(f))q(u) =0, VqeUVueTU=T,N.
Assim, dado g € C*°(M)p, tem-se
{9: X ()} () = d(X([))q(Xy(q)) =0, Vg eU,

uma vez que

Xg(q) = #dgg € #B) C T,N = T,U.

Desta forma se conclui que, dados f, g € C*°(M)p quaisquer, se tem

19, X(f)}q) ={f, X(9)}(q) =0, VgeU.

Aplicando a férmula do lema 3.2.4 obtém-se, quaisquer que sejam f,g €
C>*(M)pg,
(Lx P)(df,dg)(q) = X({f,9})(a), VqeU.

e Comecemos por provar a implicagao inversa. Suponhamos que
(LxP)|y € BATNM
e sejam f,g € C°(M)p. Entao
(Lx P)| y(df. dg) =0,
uma vez que, dado ¢ € N, existem u € By e v € T, M tais que

(LxP)(df,dg)(q) = u A v(dfy, dgq)
= dfq(u)dgq(v) — dgq(u)dfq(v)
=0.

Assim se conclui, em particular, que

X({f,91)(p) = d({f,9})p(X(p)) = 0.

Como F' é uma distribuigao diferenciavel, dado p € N e u € F, quais-
quer, existe uma seccao diferenciavel de F', que podemos estender a
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um campo de vetores X € X (M), tal que X(p) = u. Assim, fazendo
variar p € N e u € F), e aplicando os argumentos anteriores, conclui-se
que

d({fvg})p(u) = 07 Vp € N,V’LL € va

ou seja,
{f,9} € C=(M)r,

ficando assim provada a implicacao.
Suponhamos agora que
{C*(M)p, C>*(M)p} € C*(M)p.

Dada uma secgao de F' (que, sem perda de generalidade, vamos assu-
mir estar definida em N) com extensao a M dada por X € X (M),
queremos provar que

(LxP)|y € BATNM,

0 que equivale a ver que
(BATyM)® C ((LxP)|y)"-

Assim, dado p € N, considerem-se ay, 3, € Ty M tais que

(ap, Bp) € (BATNM)),
ou seja, para todo u € By, e v € T, M, tem-se

u A v(ap, Bp) = ap(u)Bp(v) — Bp(u)ap(v) =0,
isto é,
ap(u)Bp(v) = Bp(u)op(v). (3.9)

O nosso objetivo é mostrar que
0
(ap, Bp) € (Lx P),.
Para tal, tendo em conta a condicao (3.9), temos trés casos a considerar:

o Se ay ¢ Bg , entao existe algum ug € B, tal que

ap(ug) # 0

e, nesse caso, dado v € T, M arbitrario, tem-se

Bp(uo)

ap(up)

Bp(v) =

Oép(’()),

89



ou seja,
Bp(uo)
ap(uo)

Assim, uma vez que Lx P é um 2-tensor antissimétrico, tem-se

(ﬁXP)‘p(amﬁp) = (KXP)‘p(apa kay) = k(EXP)‘p(apﬂO‘p) =0,

Bp = kay, com k =

de onde resulta o pretendido;
o Se By ¢ Bg , 0 argumento é analogo ao caso anterior;

o Se ay, By € Bg, pelo lema 2.2.5, existem f,g € C°°(M)p tais que

ap = dfy e By = dgp.

Usando o argumento do inicio da prova, conclui-se que

(ﬁXP)‘p(dfpydgp) = X({f?.g})(p)a

de onde resulta que
(EXP)‘p(dfp’dgp) =0,

uma vez que X(p) € F, C B, e que, por hipétese, {f, g} €
C*°(M)p, finalizando-se assim a prova.

O

3.3 Exemplos

Nesta seccao vamos estudar dois casos de variedades Poisson-redutiveis
onde a condi¢ao de B ser candnico nao é satisfeita, ou seja, casos nao con-
templados pelo Teorema da Redugdo de Marsden & Ratiu. Em ambas as
situacoes, a Poisson-redutibilidade sera garantida com recurso ao corolario
3.2.3.

Exemplo 3.3.1. Seja M = R3, com coordenadas cartesianas globais {x,y, 2}
e tensor de Poisson dado por

0 0

Considere-se a subvariedade mergulhada

N ={(z,y,2) e R: z =0}
e o subfibrado B C T M gerado por

o
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Uma vez que TN € gerado por
91 9
x|y Oy|y)’

F=BNTN =0,

conclui-se que

logo C*(M)r = C*®(M), de onde resulta automaticamente a condi¢do
(8.7) do coroldrio 3.2.3. Para podermos concluir a Poisson-redutibilidade
de (M, P,N, B), basta entao ver que

#BY C TN.

Seja
a = aydx 4+ aody + azdz € B® C T* M,

com aq,az, a3 € C°(M). Considere-se agora B € T*M qualquer. Entao,
(B, #a) = P(a, B)

0 0 0 0
(L@ 8) - 2 (@)
’ 2 8)

= zal%(ﬁ) - 2042%(

logo, dado p € N arbitrdrio, como z(p) = 0, tem-se
(Bp, #ap) =0, VB, € Ty M,

de onde se conclui que

#a=0¢€TN.

Estao entao reunidas as condigoes do coroldrio 3.2.3, de onde resulta que
(M, P,N, B) é Poisson-redutivel.

No entanto B nao é candnico, uma vez que, por exemplo, x,y € C*°(M)p,

po1s
0 0
ol (3], ) = (32,) =

{z,y} = P(dz,dy) = »

)

mas

nao € B-invariante, uma vez que

0
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De notar, no entanto, que embora o exemplo anterior cumpra o seu pro-
posito, nao deixa de ser um caso demasiado trivial, jA que, na realidade, nao
obtemos um espaco reduzido de dimensao inferior & dimensao da subvarie-
dade original. O exemplo seguinte vem colmatar essa falha, dando-nos uma
variedade Poisson-redutivel com F' # 0.

Exemplo 3.3.2. Seja M = RS, com coordenadas cartesianas (globais)

{I‘l,ng,l’g, yl)y27y3}

e tensor de Poisson dado por

3
0 0
P_;axi/\ayi’

isto €, a varitedade de Poisson obtida da variedade simplética candnica

3
<R6, Z dx; N dyl>

=1

pelo processo usual. Considere-se a subvariedade mergulhada

N = {(501733273337291792:%) S R6 Yz = O}

o

9
N7 Y2

e o subfibrado B C TnM gerado por

9
01‘3

com o € C*®°(N). Como TN é gerado por

9
81‘1

claramente tem-se

9
N, 0x1

o
N Y2

0

N’ 8:.U2

0

N’ axg

9
N’ oy

o

F=BNTN = B.

Como F' tem caracteristica 2 em todos os pontos de N, o Teorema de Frobe-
nius garante que F' € uma distribuicao integrdvel se e so se, dadas quaisquer
duas secgoes diferencidveis X, Y de F, [X,Y] também é uma sec¢ao diferen-
citavel de F'. Vejamos entao o que acontece ao paréntesis de Lie dos elementos
geradores de F:

e Por antissimetria do paréntesis de Lie, tem-se

o 2] _[o
8903 N_a.%'l

N’ 8.7}3

N
N y2

9
N’ (91‘1

N
N Oy2

-
N
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e Agora, recorrendo & linearidade do paréntesis de Lie e aos lemas A.0.18
e A.0.14, tem-se

0 0 0 | o 0 0 0
[%N’f)xlN afw?N}_[aﬂ%N’axlN}—i_[axi’)Naay?N]
R RENE
-« 8.%'3 783/2 N (9 83/2 N
da 0
83633112

Como todos os elementos de F' sdo da forma

fi + < 0 + ai >
0xs N g 8:c1 8y2 N
com f,g € C*°(N), conclui-se que
0 0 0 oo
7 7 F e 22—y
[8303 N’ 6901 +a6yg ] < 81‘3 ’

ou seja, se e s0 se a nao depende de xs3.
Vamos agora verificar que € satisfeita a condi¢do
#B° C TN.
Como TNV ¢ gerado por {dys}, #TN° ¢ gerado por

0
afL'g N ’
pelo que
#TN° C B,
de onde resulta, lembrando o lema 2.1.20, que
#B° C TN.

Para podermos concluir que (M, P, N, B) é Poisson-redutivel utilizando o
cololdrio 3.2.3, falta verificar a condigao (3.7) que, lembrando o lema 3.2.5,
é equivalente a condigao (5.8), mais simples de verificar neste caso. Temos
entao duas situagées a considerar:

o X) = ax . recorrendo 4 defini¢do A.0.10 e aos lemas A.0.12 e A.0.14,
tem-se

0 0 0
Lx,P= Z (<LX1 s ) A o + P A (Lxlay))
Z PRGNS AN |
8%3 8.%'@ 8yi 6951- 8x3’8yi S
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de onde resulta, em particular, que

(Lx,P) |y €S BATNM;

o X, arl + o 8y , onde o/ € C*°(M) € tal que
a"N =ae do/|TN = da.

Entdo, o campo de vetores

0 , 0

€ uma extensao a M da secgdo diferencidvel

0

eF.
61’1

+ 04i
0y2 | N

Assim, recorrendo novamente & definicdo A.0.10 e aos lemas A.0.12,
A.0.13 e A.0.14, tem-se

(Lx, P) =

>
&

|
E

—
¥
=

+

0 0 9],0 0 [8 0 0
6y2 ’ axz 3331 83/2 ’ 8yz~

Oy;  Ox;
0 01,0, 0 [,0 0
a?/2 Ox; 0y; Ox; 81/2’3%

(
> (|
(o (50) 2z o 2 () )
(
(

@
Il
—

I
E

N
I
—

|
Mw

@
Il
—

N T T B YO G >
— \Ox; Oy; O Oyi Oz Oyz
_23: o/ 9 9 DN D
- =\ Oz 0y Oy O0xi)  Oyo
0
#dOé A 872
de onde resulta que
(Lx,P) |y = #da A o
e oy2 |y

Falta agora verificar em que condicoes se tem #do € B, de modo a
condi¢ao (3.8) ser satisfeita. Como
)
N

3
da 0
#da_;<8xi3yi]\,_
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para que #da pertenga a B, o tem de satifazer
da  Oda  Oda 0
83/2 - 8331 - 5'1‘3 o

ou seja, o nao pode depender de x1,xs nem de ya. Como o € C*°(N),
a também nao depende de ys3, logo apenas pode depender de xo e y1 (a
independéncia de x3 para garantirmos a diferenciabilidade de F' jd estd
aqui contemplada).

Concluimos assim que, se @ = a(xg,y1) € C°(N), entao estao reunidas as
condigoes do coroldrio 3.2.3, garantindo-se assim a Poisson-redutibilidade de
(M,P,N,B).

Vamos agora tentar perceber que tipo de variedade ¢ N = N/F e como é
o seu paréntesis de Poisson.

Sabemos que dim(N)=5 e que as folhas de N induzidas pela distribui-
¢do F' tém dimensao 2. Vamos tentar situar tais folhas recorrendo o fun-
coes linearmente independentes que as contenham nas suas curvas de nivel.
Considerem-se entdo trés funcoées linearmente independentes, hy, ho, hs €
C*®(N), tais que, para todo p € N, se tem

)=
P

(dna)y (683 ) = (dho)y (ai

com i € {1,2,3}. Assim, dado p € N, a folha S, C N (isto é, a maior
variedade conexa contida em N que contém p e € tal que, para todo q € Sp,
se tem Ty S, = Fy) estard contida na interse¢ao das curvas de nivel de hy, ho
e hs que contém esse ponto, uma vez que cada uma destas fungoes € constante
ao longo do fluxo de cada campo de vetores em N que gera a distribuicdo F'.

0

+a—
y2

p

Seja h € C*°(N). Entao,
oh oh Oh Oh Oh

U= Gy W1l + Gyl + g Bsl g Al + 5l

Vamos agora tentar perceber quais as condi¢des a que a fungdo h tem de
obedecer para que a sua diferencial anule os elementos de F'.

0 = oh _
dh (8963 N) 0 Bzs = 0
— (3.10)
) ) _ Oh o ,Oh _
ah (55| +ag| ) =0 ot afh =0

Precisamos de 8 funcgdes linearmente independentes que obedecam as condi-
¢oes (3.10). Duas opgoes dbvias serao

hlzxg ehgzyl.
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Uma terceira fungdo nas condigoes exigidas serd, por exemplo, a fun¢do
hs = y2 — a1,

que obedece claramente as condigoes (3.10) e € linearmente independente de
h1 € hg.

Considere-se agora p € N, com p = (p1, p2, 3,4, D5, 0), e seja Sy a folha
de N induzida pela distribuicao F' que passa por p. Entao,
Sp C{g € N w3 =p2,y1 =pa e Y2 — a(x2,91)T1 = p5 — (P2, pa)p1 },

com q = (x1,%2,3,Y1,Y2,0), ou seja,

Sp C{ge N 29 =pa2,y1 =pa e y2 =ps+ a(p2,pa)(x1 —p1)}.

Como o conjunto do lado direito consiste na intersegdao de 3 hiper-planos, €
conexo e tem dimensao 2, na realidade a inclusdo acima € uma igualdade,
ou seja,
F, ~R2
Vamos agora estudar o paréntesis de Poisson em N. Notando que
h¢€COO<N)FgCOO(N), Vi6{1,2,3},

considere-se o sistema de coordenadas em N dado por

{Eamvy?} = {h17 h27 h3} = {x27y17y2 - am}.

Para calcularmos o valor do paréntesis de Poisson em N em pares de coorde-
nadas precisamos de extensoes B-invariantes a M das funcdes coordenadas
hi,he e hy. Uma vez que B = F, com algum abuso de linguagem cha-
maremos xo e Y1 as extensoes a M das coordenadas hi = x9 e ho = 1,
respetivamente, e yo — o’z a extensio de hy a M, onde o/ € a extensio
natural de o a M, isto €,

o =aom,
com
m: M — N
dado por m(x1,2,73,Y1,Y2,Y3) = (T1,T2,3,Y1,Y2,0). Assim, tendo em

conta que o' sé depende de xo € y1, e uma vez que
{ﬂUuJC;}:{yuy]}:O, V’La] € {17213}7
tem-se
{@a m}ﬁ = i*{IEQa yl} = Oa
{72, 2y = " {22, 2 — /w1 } = i"({w2, 92} — o {w2, 21} — {x2,0'}21) =

v v v = " {y1,y2 — o1} = {1, yo b — &{yr, 21} — {y1, &' }ar) = a
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Apéndice A

Topicos de variedades
diferenciaveis e algebra linear

O objetivo deste apéndice é o de apresentar alguns conceitos e resultados
de variedades diferenciaveis e algebra linear que, embora maioritariamente
elementares, vém estabelecer uma escolha na convencao de sinais e ajudam
a justificar e clarificar o trabalho apresentado nos capitulos principais.

Topicos de variedades diferenciaveis

Definigao A.0.1. Seja M uma variedade diferencidvel e X € X(M) um
campo de vetores de M. Dado p € M, dd-se o nome de curva integral
maximal de X por p (que denotaremos, a partir de agora, simplesmente por
curva integral de X por p) & curva v : I, — M que satisfaz

e 7(0) =p;
d
o DD — X(y(t)), Vtel,
onde I, =] — €, e[ C R representa o dominio (mazimal) de .

O enunciado do teorema seguinte pode ser encontrado em [9] (apéndice
1, pag. 347, teorema 2.4), onde ¢ definida a nogao de fluxo gerado por um
campo de vetores.

Teorema A.0.2. Seja M wuma variedade diferencidvel e X € X(M) um
campo de vetores de M. Entdo, existe uma unica aplicacdo diferencidvel
o:D— M, com D C M xR, tal que, para cada p € M fixado, a aplicacdo

I, — M
l— U(p,t)zat(p)

€ a curva integral de X por p. D € o dominio de o e € dado por

D ={(p,t) € M x R: a curva integral de X por p estd definida em t}.
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A aplicagio o dd-se o nome de fluzo (local) gerado por X. O campo de
vetores X diz-se completo se D = M x R.

As propriedades apresentadas no lema seguinte podem ser encontradas
em [9] (apéndice 1, pag. 347).

Lema A.0.3. Nas condigoes do teorema A.0.2, o fluxo (local) gerado por X
tem as sequintes propriedades:

1. og = idy;
2. para cada t € R, o conjunto
Dy ={pe M: (pt) e D}
€ um aberto de M. Se nao for vazio, a aplicagio

ot . Dt — D,t
p+—  oi(p)

€ um difeomorfismo, com inversa o_;;

3. se (p,s) e (0s(p),t) pertencem a D, entao (p,t + s) pertence a D e,
além disso, tem-se

ot+s(p) = ot o os(p).

Nota A.0.4. Ao longo de todo este trabalho, com algum abuso de linguagem,
denotaremos

e o fluzo (local) gerado por X por oy e referir-nos-emos a ele, na maioria
das vezes, simplesmente como o fluzo de X;

e a curva integral de X por p por o(p).

Definicao A.0.5. Seja M wma variedade diferencidvel. Se ¢ € Dif(M),
define-se

e acgdo de ¢ sobre X € X (M) como
P X = (dp(X)) o™
e pullback de uma k-forma diferencial w € QF(M) por ¢ como

((P*O.))(Xl, 7Xk) = UJ(SO : X17 ey P Xk‘) °cp,

com Xq,..., X € X(M). No caso particular k = 0 tem-se, para toda a
fungio f € C®°(M) = Q°(M),

o f = fouy;
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e acdo de @ sobre w € QF(M) como

Lema A.0.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Dados ¢ € Dif(M) e
X e X(M), o fluro de p- X €

-1
poorop -,

onde oy representa o fluxo de X.

1

Demonstracao. @ oopop~" é o fluxo de ¢ - X, uma vez que:

e poopop t=pop ! =idy;

e dado p € M qualquer, tem-se

(- X)(poorop ' (p) = (do)srop1(p) (X (at 007 (p)))
ot © -1
() ( <p (p)) )

(sooatw 1(19

pelo que a curva integral de ¢ - X por p é oo, 0 @ 1(p). ]

Nota A.0.7. Uma vez que qualquer campo de vetores X em M se identifica
com uma derivagao em (C*°(M),.) através de

X(f)(p) = dfp(X(p))

para todos f € C®(M) e p € M, vamos usar a mesma notagGo para campo
de vetores e para a derivacdo correspondente esperando que, com 1SS0, Nao
haja dividas sobre qual das visdes estamos a utilizar em cada momento.

Lema A.0.8. Seja M uma variedade diferencidvel. Dado ¢ € Dif(M) e
X € X(M), tem-se

(- X)(f) =X(fop)op™, VfeC>M).
Demonstrag¢ao. Dado f € C*°(M), tem-se
(o X)(f) = df (¢ X)
= df((de(X)) )
=d(fop)(X
)

)
(osoocpl

)

ficando assim concluida a prova. ]
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Definigao A.0.9. Seja M uma variedade diferencidvel. Dd-se o nome de
deriada de Lie (na dire¢io de X € X(M)) de uma k-forma diferencial
w € Q¥(M) e de um campo de vetores Y € X(M) a Lxw € QF(M) e
LxY € X(M), respetivamente, dadas por

o (Lxwlplur,..ug) = WoiDultrnnd)|

d((o; 1
o (LxY)(p) = ((oy th)(p)) )t:();

compe M, uy,...,up € T,M e onde o; representa o fluro de X.

Definigao A.0.10. Seja M uma variedade diferencidvel. Dado X € X(M),
define-se a derivada de Lie (na dire¢ao de X ) de um 2-tensor contravariante
e antissimétrico como sendo a aplicagio Lx : T(A2TM) —s T(A*TM) tal
que

o Lx(YNZ)=(LxY)NZ+Y N(LxZ), VY, Z e X(M);
e Lx € R-linear, isto €,

Lx(aP +bQ)=alxP +bLxQ, Va,beR,VYP,QcT(A*TM).

A defini¢ao que se segue vem estabelecer uma convencao de sinal impor-
tante que ditara qual o sinal presente em alguns dos resultados e definigoes
apresentados tanto neste apéndice como nos capitulos principais deste tra-
balho.

Definigao A.0.11. Seja M wuma variedade diferencidvel. Dados X,Y €
X (M) define-se o paréntesis de Lie de X com Y, [X,Y] € X(M), cuja

derivacao € dada por

(X, Y](f) = X(Y(f)) —Y(X(S))
para toda a funcao f € C°(M).

Esta convencao ¢ simétrica a utilizada por McDuff e Salamon em [14] e
por Arnold em [2], que escolhem definir o paréntesis de Lie por

(X, Y](f) =Y (X(f)) = X(Y(F))

com vista & obtengao das equagoes de Hamilton (tal como surgem na mecé-
nica Hamiltoniana) para o fluxo de um campo Hamiltoniano.

De acordo com a convengao de sinal previamente adotada, segue-se um
lema que nos d4 uma propriedade importante da derivada de Lie de um
campo de vetores. Esta propriedade pode ser encontrada em [9] (apéndice
1, pag. 351, ponto 3.4.2).
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Lema A.0.12. Seja M uma variedade diferencidvel. Dados X,Y € X(M),
tem-se

LxY =[X,Y].

Os dois lemas seguintes sao uma aplicacao direta da definicdo de parén-
tesis de Lie enquanto derivacao:

Lema A.0.13. Seja M uma variedade diferencidvel. Dados f,g € C*°(M)
e X, Y € X(M), tem-se

[fX,9Y] = fglX, Y] + fdg(X)Y — gdf (Y)X.
Lema A.0.14. Seja M wuma variedade diferencidvel e {x1,...,x,} um sis-

tema de coordenadas locais em U C M. Sejam X,Y € X(M), dados local-
mente alravés de

X:;X&Ei eY:Z;Yaxi,

com X' Yt € C®(U), para todo i € {1,....,n}. Entdo, tem-se

"< Y7 0X7\ 0
X, Y] = X* -Y —

j=1 i=1

Em particular,

6 6 . .
|:ax7,78$']:| — 07 \v/laj € {1,7’[’1,}

Lema A.0.15. Seja M uma variedade diferencidvel e N C M wuma sub-
variedade de M. Dada uma funcao f € C°(M), f € constante em cada
componente conexa de N se e so se

dfp(u) =0, Vpe N,Vue T,N.

Demonstragao. Comecemos por ver a implicagao direta. Seja f € C°(M)
tal que, para cada componente conexa IN; de N, existe alguma constante
¢ € R, tal que

= C;.

Fixemos entao uma componente conexa N; de N arbitraria. Dado p € N;
qualquer, considere-se u € T,,N;. Tendo em conta a caracterizagao apropri-
ada de T}, N;, podemos escrever u € T,IN; da forma



com 7y : | — €, e[—> N; curva suave em N; tal que v(0) = p. Entéao,

d e} di
dhw = O] _de
t=0

=0,
t=0

ficando assim provada a implicacao direta.

Suponha-se agora que f € C*°(M) é tal que
dfp(u) =0, Vpe N,Vue T,N.

Fixemos entao uma componente conexa N; de N arbitraria. Dada uma curva
suave v : | — €, ¢[—> N; com

dry(t)
7 S TpN@
t=0

para algum p € N;, tem-se, qualquer que seja tg € | — ¢, €],

dy(t)

dt € T’Y(tO)Ni :

t=to

De facto, para cada tg, defina-se uma reparametrizacao da curva -+ da forma

0: ]—e,ea[— N;
t— y(t+to)

com |ty — €1,to + €1] € | — €, ¢[. Entao,

do(t)

dt

t=0

é tangente a N; em 0(0) = y(tp) € N;. Assim, fazendo uma mudanga de
variavel e usando a hipotese, obtém-se

do(s)
= dfy(t0) (ds > =
s=0 s=0

Daqui resulta que a funcao f é constante ao longo da curva «. Fazendo
variar o elemento de T},1V;, conclui-se que f €, na realidade, constante numa
vizinhanca de p em N;. Como N; é conexa e a hipotese vale para todo p € N;,
segue o pretendido. O

d(fon(t))
dt

_ d(f 0 6(s))
ds

t=to
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Topicos de algebra linear
Lema A.0.16. Considere-se um espaco vetorial V e S, T <V. Entao,

1. S°NTY = (S+ 1)

2. Ker(S%) =S.
Demonstra¢ao. Considerem-se dois subspagos vetoriais S, T C V.

1. Dada o € S°NTY, isto &, a € V* tal que

(a,u) = (,v) =0, Yue S,VYweT,
tem-se
0= (a,u) + (o, v) = (c,u+v), YueSVYveT,

de onde resulta que o € (S + T)?, ficando assim provada a inclusio
direta.

Considere-se agora o € (S + T)° qualquer. Como
(ayu+v) =0, YueSVveT,
por um lado, tomando v = 0, obtém-se
(ayuy =0, Yues,
por outro lado, tomando u = 0, obtém-se
(a,v) =0, YveT,
de onde resulta que a € SN 70,

2. Sejam n,m € R, com m < n, as dimensoes de V e S, respetivamente.
Considere-se {eq, ..., ey, } uma base de S e {e1, ..., €m, €m+1, ..., €, } UMa
base de V. Seja {z1,...,x,} a base de V* dada pelas fungoes coorde-
nadas na base de V acima definida. Seja o € S° C V*. Entdo, existem
a,...,a, € R para os quais

a=a1x1+ -+ apTy.
Avaliando « nos vetores da base de S conclui-se que
a; =0, Vie{l,..,m},
de onde resulta, na realidade, que

Q= Am1Tm+1 + * - -+ ApTn,
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isto ¢, {Zmi1,...,7n} & uma base de S°. Considere-se agora u €
Ker(S%) C V. Como u € V, existem escalares ug, ..., u, tais que

U =1urer + -+ Un€pn.
Por outro lado, como u € Ker(SY), tem-se
(a,u) =0, Vae S

Considerem-se agora as aplicacoes lineares que compdem a base de S°.
Entao,
(xi,u) =u; =0, Vie{m+1,..,n}

Assim, na realidade, tem-se
U =uieil + - -+ Umem,

de onde resulta que {ey, ..., e, } é uma base de Ker(S°), concluindo-se
desta forma o pretendido.

O

104



Bibliografia

1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

R. Abraham, J. Marsden. Foundations of Mechanics. Addison-Wesley
Publishing Company, Inc., 1978.

V. Arnold. Mathematical Methods of Classical Mechanics. Graduate
Texts in Mathematics, vol. 60. Springer Science+Business Media New
York, 1989.

W. Ebeling, K. Hulek, K. Smoczyk. Complex and Differential Geome-
try. Conference held at Leibniz Universitdt Hannover, September 14-18,

2009. Springer Proceedings in Mathematics, vol. 8. Springer-Verlag Ber-
lim Heidelberg, 2011.

F. Falceto, M. Zambon. "An Extension of the Marsden-Ratiu Reduction
for Poisson Manifolds". Letters in Mathematical Physics, 85 (2008), pp.
203-219.

R. Fernandes. Diferential Geometry. Department of Mathematics,

UIUC, Urbana IL, USA, 2021.

S. Helgason. Differential Geometry, Lie Groups, and Symmetric Spaces.
Academic Press, Inc., 1978.

J. Lee. Introduction to Smooth Manifolds. Graduate Texts in Mathema-
tics, vol. 218. Springer Science+Business Media New York 2003, 2013.

J. Lee. Introduction to Riemannian Manifolds. Graduate Texts in
Mathematics, vol. 176. Springer International Publishing AG, 2018.

P. Libermann, C. Marle. Symplectic Geometry and Analytical Mecha-
nics. Mathematics and Its Applications. D. Reidel Publishing Company,
1987.

A. Lichnerowicz. "Les Variétés de Poisson et leurs Algébres de Lie as-
sociées". Journal of Differential Geometry, 12 (1977), pp. 253-300.

E. Lima. Variedades Diferencidveis. Publicagoes Matematicas. IMPA,
2011.

105



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

J. Marsden, T. Ratiu. "Reduction of Poisson Manifolds". Letters in
Mathematical Physics, 11 (1986), pp. 161-169.

J. Marsden, A. Weinstein. "Reduction of Symplectic Manifolds with
Symmetry". Reports on Mathematical Physics, 5 (1974), pp. 121-130.

D. McDuff, D. Salamon. Introduction to Symplectic Topology. Oxford
Graduate Texts in Mathematics, vol. 27. Oxford University Press, 2017.

J. Ortega, T. Ratiu. Momentum Maps and Hamiltonian Reduction. Pro-
gress in Mathematics, vol. 222. Springer Science+Business Media New
York, 2004.

I. Vaisman. Lectures on the Geometry of Poisson Manifolds. Progress in
Mathematics, vol. 118. Birkduser Verlag, 1994.

A. Weinstein. "The Local Structure of Poisson Manifolds". Journal of
Differential Geometry, 18 (1983), pp. 523-557.

106



	Lista de abreviaturas
	Introdução
	Redução de variedades simpléticas com simetrias
	Variedades simpléticas e grupos de Lie
	Variedades simpléticas
	Grupos de Lie

	Ações de grupos de Lie
	Noções gerais
	Ações simpléticas e Hamiltonianas
	Órbitas co-adjuntas
	Equivariância do momento de uma ação Hamiltoniana

	Teorema da Redução de Marsden & Weinstein
	Exemplo
	Teorema da Redução da Dinâmica de Marsden & Weinstein

	Redução de variedades de Poisson
	Preliminares
	Variedades de Poisson
	Tensor e morfismo de Poisson
	Aplicações e automorfismos infinitesimais de Poisson
	Distribuições integráveis

	Teorema da Redução de Marsden & Ratiu
	Teorema da Redução da Dinâmica de Marsden & Ratiu
	Algumas considerações
	Caso particular: redução simplética com simetrias
	Verificação das condições do Teorema da Redução de Marsden & Ratiu
	Comparação das estruturas reduzidas
	Verificação das condições do Teorema da Redução da Dinâmica de Marsden & Ratiu


	Uma extensão do Teorema da Redução de Marsden & Ratiu
	Teorema da Redução de Marsden & Ratiu revisitado
	Extensão do Teorema da Redução de Marsden & Ratiu por Falceto & Zambon
	Exemplos

	Tópicos de variedades diferenciáveis e álgebra linear
	Bibliografia

